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-MATEMATICA, para estudiantes de Arquitectura.

Los contenidos de MATEMATICA IIA tienden a [ N _

lograr, desde una Matematica aplicada a la Ar- || L NN
quitectura, la paulatina evoluciéon de los cono-

cimientos relacionados con el estudio de las
figuras planas, sus elementos y propiedades, y
su posicionamiento en el plano cartesiano ( dos
dimensiones) trabajados en Nivel | de la carrera
en la asignatura Matematica IA, hacia los nece-
sarios para actuar en las tres dimensiones que
es en definitiva el ambito esencial de la Arqui-
tectura. Completando lo expresado para la
asignatura Matemaética IA, Francis Ching, en su
obra “Arquitectura, forma, espacio y orden” ex-
plica que “un punto, ente geométrico primario,
indica una definida posicion en el espacio y da
clara idea de su existencia, situandose en un

determinado campo visual con el que
se relaciona”. Ese punto define di-
versas situaciones con su entorno y
su prolongacion en conjuntos de
puntos, genera lineas en el espacio;
las lineas definen planos y la exten-
siobn de un plano en diversos senti-
dos constituye un volumen cuyas
propiedades mensurables son la
longitud, el ancho, la profundidad, la
masa, el area, su orientacion y posi-
cion.

Las entidades geométricas con sus mudltiples
combinaciones y aproximaciones posibilitan la
formacion de un modelo espacial teérico que se
podra materializar: son definidoras de la forma
y caracterizadoras del espacio en el que se
insertan. El espacio geométrico hace factible el
estudio de numerosas facetas del espacio ar-
quitectonico: Forma, escala, proporcion, orien-
tacion, visualizacién, organizacion, composi-
cion, representacion.

El estudio de las entidades geométricas prima-
rias, las figuras planas, también las secciones
coénicas en este curso ( circunferencia, elipse, hipérbola y parabola), los cuerpos ge-
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omeétricos, las superficies regladas ( esencialmente la mas sencilla: el plano) y las su-
perficies curvas en el espacio ( cuyas generatrices son las secciones cénicas), su es-
cala y proporcion , aportan a resolver y disefiar el espacio arquitectonico.

Para la modelizacién del espacio, el uso de herra-
mientas informéticas, otorga una idea mas real del
mismo. Los distintos programas de aplicacion al
Disefio Asistido por computadora, concebidos en
base matemética, y Software Matematicos amiga-
bles, como Geogebra, estan al alcance del estu-
diante. Permiten la generacion, con rapidez y efi-
ciencia, de objetos que pueden moverse o girar
respecto a un observador estacionado, o que éstos
permanezcan estacionarios y que el observador se
mueva alrededor de ellos, o desde puntos de vista
especificos. Estas herramientas abren una ventana
nueva al disefio, posibilitan la comprension de
superficies complejas desde multiples visualizacio-
nes, la transformacion de las entidades gréficas,
de sus atributos, proponiendo una nueva manera
de disefiar el espacio arquitectonico.

Las entidades asi creadas, estudiadas y analizadas en este curso desde la Geometria
Analitica Plana y Espacial, posicionadas en sistemas de referencia en las dos y en las
tres dimensiones pueden estudiarse segun distintos aspectos Utiles a la hora de ser
replanteadas en un sitio real como también a la hora de analizar costos, presupuestos,
realizar computos métricos y factibilidades constructivas.

La Matemética que ensefiamos es fundamentalmente aplicada y orientada a resolver
problemas concretos de la Arquitectura , el Urbanismo y el disefio en general.

I A=(23)

H FOCO1 \VERTICE = (3.56, 1.5)

FOEO =(-1.7, 1.5

0

T T T T T T T

- T0— F2 3 4 5
¢ C=(-0.7.0)

Referencias de las imagenes:
http://wmatem.eis.uva.es/~matpag/CONTENIDOS/Cuadricas/marco _cuadricas.htm
http://www.ctearquitectura.es/arquitectos/100-arquitectura/pequena-guia-para-visitar-
arguitectura-en-suiza/
https://pl.dreamstime.com/ko%C5%9Bci%C3%B3%C5%82-san-giovanni-battista-mogno-
szwajcaria-imagel118011481
https://listas.20minutos.es/lista/santiago-calatrava-obras-y-proyectos-130858/
http://www.edificacion.upm.es/geometria/JPA/Paraboloide%20hiperbolico%20imagenes.html
https://es.pngtree.com/freepng/beijing-national-grand-theater-scenery 1789347.html
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EL SENTIDO DE EDUCAR

“Una educacion con sentido educa protagonistas, en los que cada aprendizaje significa algo
para su vida. Es esa significacion el punto de partida de la significacion del mundo y de los
demas’-

MATEMATICA 11A |EI

Gutiérrez Pérez y Prieto Castillo

Ensenar, aprender, la clase, el aula:

Aprender es un proceso donde intervienen variedad de factores, como la comprension,
la informacion, las capacidades, las competencias, los conocimientos ya adquiridos,
las actitudes, la interacciéon con otros individuos. Involucra a la totalidad del ser huma-
no y se produce a lo largo de toda la vida.

La ensefianza “como acto educativo es un proceso no rigido, multi variado y
contextualizado con el fin de generar, potenciar, p  osibilitar el Aprendizaje”.

La clase se concibe como un espacio educativo donde se da el “didlogo didactico”
gue involucra tres procesos: el objeto de conocimiento, el contexto, y la intencion
que es la de provocar el aprendizaje. Como docentes debemos disefiar los materia-
les, los medios, las herramientas vy las estrategias didacticas para que se ensefie
de un modo cierto, que ofrezca atraccién y agrado para ambos, docentes y alumnos.
Debemos capacitarnos para pensar y disefiar codmo se comparte y se construye el
conocimiento en el aula.

En esta asignatura ofrecemos modalidades de enseflanza combinadas, de modo tal
gue el contacto con ustedes, apreciados estudiantes, sea continuo.

CLASES TEORICAS Y TEORICO-
PRACTICAS A CARGO DE LA PROF.

MODALIDAD PRESENCIAL TITULARY ADJUNTA
dia, horario y aula asignados TALLER- CLASES PRACTICAS A
CARGO DE LOS PROFESORES
ASISTENTES
ACCESO PERMANENTE A
MODALI DAQ VIRTUAL MATERIALES DE ESTUDIO,
ASINCRONICA VIDEOS, CLASES GRABADAS,
la virtual Plataf Moodl EJERCITACION, NOTAS DE
CLLG LU E LA CLELSL e R o ie o L INTERES,NOVEDADES, FOROS
uncavim10.unc.edu.ar INSTRUMENTOS DE EVALUACION

MODALIDAD VIRTUAL
SINCRONICA

aula virtual Plataforma
Adobe Connect Pro

Pagina

11



UNC | universidad
Nacional
de Cordoba

MATEMATICA 11A ’EI

MATEMATICA IIA > SRS

-OBJETIVOS GENERALES:

o Desarrollar en el estudiante la capacidad de razonar, emitir un juicio critico,
plantear y resolver problemas dentro del mundo en que actla potenciando la
creatividad y la imaginacion.

oo Demostrar la importancia de la Matematica dentro de la curricula de la carrera,
fortaleciendo el vinculo con otras areas de conocimiento, en particular las cons-
trucciones, instalaciones, estructuras, topografia, la informatica y las materias
de disefio en toda su gama.

oo Comprender y aplicar los fundamentos que constituyen las estructuras ma-
tematicas para la modelizacion de situaciones reales.

o Desarrollar en el alumno la vision espacial de las formas geométricas para es-
timular la compresion de la relacién que existe entre los elementos geométricos
abstractos y las aplicaciones reales en Arquitectura , Urbanismo y el disefio en
general.

o Mostrar y propender al uso de la diversa gama de herramientas para resolver
problemas matematicos y de disefio, sean estas tradicionales y/o digitales, co-
mo fortalecedoras del aprendizaje y de la creatividad.

o Promover, en la medida de lo posible, la autogestién del conocimiento, utilizan-
do para ello las nuevas tecnologias de la informacion y la comunicacion.

-OBJETIVOS PARTICULARES:

oo Qrientar la instrumentacion para hacer de la Matemética una asignatura de
aplicacion, que permita a través del razonamiento légico-deductivo y el manejo
adecuado de la formalizacion matemdtica, su simbologia y los distintos lengua-
jes que en ella intervienen, la resolucion de problemas relacionados con la Ar-
quitectura, el Urbanismo y el disefio en general.

o Propender al anclaje de conocimientos entre Matemética IA y IIA a través de
aplicaciones sencillas que refuercen y refresquen los contenidos ya aprendidos
y propongan un acercamiento a las tres dimensiones.

oo Incentivar el estudio de la Geometria Analitica plana y espacial en este nivel de
cursado ( Nivel 1lI), con el entendimiento que el arquitecto disefia espacios
habitables cuyo estudio, definicion y posicion, comprension y calculo se facilita
si se asocia a un sistema de referencias adecuado.

o Desde la Geometria Analitica del Espacio, estimular al descubrimiento de as-
pectos geométricos, y propuestas de soluciones imaginativas que surjan del
andlisis de multiples obras aportadas por arquitectos destacados en las que
estén presentes especialmente las secciones conicas y las superficies cuadri-
cas, tratando que contribuyan al desarrollo de la imaginacion y el sentido
comun transferibles a disefios propios.

oo Aprovechar los recursos tecnoldgicos, programas CAD y software Matematico,
para el descubrimiento, la comprensién, la profundizacion y la ampliacién de
los conocimientos matematicos y para relacionar estos conocimientos con otros
de las distintas &reas de la curricula, especialmente las relacionadas especifi-
camente con proyectos de Arquitectura.

o Proponer la elaboracion de problemas concretos por parte del alumno y su re-
solucion, que él invente, imagine o descubra situaciones problematicas a resol-
ver mediante la Geometria y la Matematica aplicadas a la Arquitectura y el Di-
sefio generando aportes para sus comparieros y la Catedra.
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MATEMATICA I1A > PROGRAMA SINTETICO

Del Plano al Espacio:
Geometria analitica en dos y tres

dimensiones.
Sistemas de Coordenadas 2D y 3D-:

Del Plano al Espacio:
Secciones Conicas:

Conicas cerradas y abiertas
Circunferencia, elipse, hipérbola
parabola.

Superficies en el espacio. Aplicacion de
Sistemas Digitales en la generacion de
superficies y volumenes.

Superficie Esferica, Elipsoides,
Hiperboloides, Paraboloides. El Plano

Los contenidos del Programa se

ajustan a los contenidos curricu-
lares basicos segun el plan de s "
Estudios vigente ( Plan 2007).La -
Bibliografia basica y comple-
mentaria se encuentra disponi-
ble en el Aula Moodle de la
Cétedra ( Uncavim10).

Referencias imagenes:
https://www.gaussianos.com/repre
sentar-superficies-en-tres-

dimensiones/ "

https://es.wikipedia.org/wiki/Siste o ok

ma_de coordenadas i =10i x|
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La Geometria Analitica, es una rama de la Geometria, iniciada por el matematico y
filésofo francés René Descartes (1596-1650) que tiene por objeto el estudio de las
propiedades geométricas de las figuras por medio del algebra, e inversamente se ocu-
pa del estudio de las ecuaciones mediante sus representaciones graficas.

El nexo entre el algebra y la geometria se establece a través de los sistemas de co-
ordenadas, que son varios, siendo el Cartesiano el mas conocido.

En Geometria Analitica, cuando nos referimos a LUGAR GEOMETRICO, aludimos al
grafico de una ecuacién , que contiene todos los puntos y sélo aquellos cuyas coor-
denadas satisfacen la ecuacion dada. Hace referencia a un conjunto de puntos del
plano o el espacio que cumplen una determinada propiedad. Por ejemplo:

ELIPSE

La elipse es el
lugar geomeétrico
de todos los B(0b)]
puntos de un
plano, tales que o
la suma de las

distancias a otros

——
B'(0.-b)

dos puntos fijos
llamados focos es
constante.

https://image.slidesharecdn.com/conicas-140210161619-phpapp02/95/conicas-12-
638.jpg?cbh=1392049177

Las dos cuestiones fundamentales de la geometria analitica son:

» Dado el lugar geométrico de un sistema de coordenadas, obtener su ecuacion.
» Dada la ecuacién en un sistema de coordenadas, determinar la grafica o lugar
geomeétrico de los puntos que verifican dicha ecuacion.

LOS SISTEMAS DE COORDENADAS en el plano y en el espacio

Son sistemas de referencias, formados por ejes ( en el caso de Sistemas de Coorde-
nadas en el plano) o por ejes y planos ( en el caso de Sistemas de Coordenadas en el
espacio). En cada sistema se puede determinar la posiciébn de un punto cualquiera
mediante las distancias del punto al origen, a los ejes o0 a los planos coordenados.
Cada punto se posiciona segun sus coordenadas. Las mismas pueden ser niUmeros
positivos o negativos o angulos.

Para representar puntos de coordenadas conocidas, es conveniente adoptar una ES-
CALA adecuada sobre cada uno de los ejes de referencia.

Los sistemas gréficos (CAD), utilizan diferentes sistemas de coordenadas para la re-
presentacion de los puntos en pantalla.

En Nivel I, en Matemética IA, estudiamos la Geometria Analitica Plana donde los pun-
tos se consideran situados en un solo plano, el plano coordenado, el plano cartesiano.
En este curso posicionaremos alli las llamadas secciones coénicas: circunferencia,
elipse, parabola e hipérbola cuyo estudio detallado se hara en los siguientes capitu-
los.

A modo de repaso, recordamos que en Geometria Analitica Plana se estudian dos
sistemas de Coordenadas: El Sistema Cartesiano o Rectangular y el Sistema Polar.
Los gréficos que siguen sintetizan los elementos y la posicidon de un punto en ambos
Sistemas.

PARA AMPUAR CONOCIMIENTOS sobre SISTEMAS DE COORDENADAS EN EL PLANO RECURRE AL
APUNTE QUE ENCONTRARAS EN EL AULA VIRTUAL DE 1A CATEDRA.
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Sistema de coordenadas Cartesianas P (X;y) abcisay ordenada
A\
Y S GE
3 o — °
4 1, |
SEGUNDOD 3 PRIMER (—3,1)
CUADRANTE 2} CUADRANTE e i "(10 5 g
11 POO) X L A
{:::::“K':-:-} 32 1 2 3 X
$-432411234;5 +-1
_2 —+-2
3 LA e
TERCER CUARTO (=1.5,—2.5)1-3
CUADRANTE 5 CUADRANTE
Sistema de Coordenadas Polares P (r; ©) radio vector y angulo
‘P
/1‘
L4
ke
I
L4
I"//
I
L4
L4
L4
7
! ‘\e
4
P=(r0)
Relacion entre el Sistema Cartesiano y el Sistema Polar
A -
X=rcosé
Yy =rsenéeé
P
._}lr I = = . - - - .
~ r =V x%+ y?
.
=3
g=arctg y
6 ) ¢
r cosg X

Se obtienen relaciones muy simples cuando el Polo y el Eje Polar del sistema Polar se
hacen coincidir con el Origen y la porcion positiva del eje "x" del sistema Cartesiano.
Consideramos al punto P de coordenadas polares (r;0 ), y cartesianas (X; y).

Las dos primeras relaciones nos permiten calcular las coordenadas cartesianas de un
punto conociendo las coordenadas polares del mismo. Las otras dos relaciones, las

coordenadas polares del punto dado, cuando conocemos sus coordenadas cartesia-
nas.
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En el espacio, la posicion de un punto requiere de otra dimensién ademas de las dos
dimensiones del sistema coordenado plano. Por tanto, en la Geometria Analitica espa-
cial, las relaciones y propiedades geométricas contienen en general tres variables.

La posicion de un punto se refiere en rela-
cion a tres planos perpendiculares entre si
y que se cortan en un punto comun . Son
los planos coordenados XY, XZ e YZ
gue definen el espacio geométrico.

Las rectas de interseccion de los planos
coordenados son los ejes x, y, z que se
llaman ejes coordenados Yy cuyo sentido
positivo se indica mediante flechas. El
punto O es el origen de referencia de cada
uno de los tres ejes.

Los planos coordenados dividen el Es-
pacio en ocho octantes : el octante 1 esta
limitado por los semiejes positivos 0x, oy
, 0Z; los octantes 2, 3y 4 son los situados
por encima del plano coordenado XY y
numerados en sentido contrario a las agu-
jas del reloj. Los octantes 5, 6, 7 y 8 estan
situados por debajo del plano XY corres-
pondiendo el 5 conel 1, el 6 con el 2; el 7
conel3yel8conel4.

En el espacio se posicionan puntos, figu-
ras , cuerpos y superficies. En este curso
posicionaremos superficies regladas, co-
mo EL PLANO, y superficies curvas como
LA SUPERFICIE ESFERICA, LOS ELIP-
SOIDES, LOS HIPERBOLOIDES DE UNA
HOJA Y DE DOS HOJAS Y LOS PARA-
BOLOIDES. El estudio particularizado de
las mismas se hara en los proximos capi-
tulos.

Para posicionar las entidades geométricas en el espacio, se estudian 4 Sistemas de
referencia:

Sistemas de coordenadas en el espacio
Coordenadas « Coordenadas
Cartesianas Cilindricas

P(x;y;z) P(p;052)

Coordenadas « Coordenadas
Polares Esfericas

P(p 5 o Biy) P(p;a;B)
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La imagen muestra el nombre del Sistema y las coordenadas que refieren la posicién
de un punto en cada uno de ellos. Seguidamente, de manera sintética, haremos refe-
rencia a cada uno, tomando como ejemplo al punto P en el espacio.

Sistema de coordenadas C artesianas:

EN EL PLANO EN EL ESPACIO

y

Cuadrante Il 4 Cuadrante |

Segunda Componente

-
-«

Primera Componente

Cuadrante Il ¥  Cuadrante IV

P(5;2;3)

En Geometria Analitica Plana estudiamos que cada punto refiere su posicion en el
Sistema cartesiano segun un par ordenado (X;y) que son la abcisa y la ordenada del
punto, en este caso P(5;2).
En el espacio cada conjunto de tres numeros dados en un cierto orden (primero X,
después y , finalmente z) permite establecer una correspondencia biunivoca entre los
puntos del espacio y los conjuntos ordenados de tres nimeros que son las coorden a-
das de esos puntos.
En la figura superior, los segmentos SP, QP y NP refieren la posiciéon del punto P res-
pecto de los planos coordenados XY, XZ e YZ. Las coordenadas cartesianas de P son
respectivamente las coordenadas X, y, z , abcisa, ordenada y cota y se representan
por P(x, y, z). Cada coordenada cartesiana de un punto en el espacio es un nimero
positivo o negativo. En el ejemplo , las coordenadas de P son nimeros positivos: P
(5;2;3), lo que indica que P se encuentra en el pri  mer octante del espacio cart e-
siano.
Las coordenadas cartesianas de los
puntos H, T y U indican que estan posi- 1

: : e
cionados en el octante 4, 8 y 5 respecti- P(5:2;3)
vamente. 1=
Puede establecerse que:
-Los puntos sobre el eje x  tienen co-
ordenadas (x, 0, 0)
-Los puntos sobre el ejey tienen co-
ordenadas (0, y, 0)
-Los puntos sobre el eje z tienen co-
ordenadas (0, 0, 2)
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En el sistema Cartesiano en el espacio podra calcularse la distancia de un punto al
origen, la distancia entre 2 puntos dados y las coordenadas del punto medio de un
segmento.

Se toma como ejemplo el punto P(5;2;3).

Se observa en la imagen que para resolver
la distancia del punto al origen del Sistema
Coordenado (p o también r) y la distancia
entre dos puntos, en este caso distancia
IABI debemos retomar los conocimientos
adquiridos en Matemética IA. Resolucién de
triangulos rectangulos. Teorema de Pitago-
ras.

DISTANCIA DEL PUNTO AL ORIGEN

P(5;2;3)

Punto Medio de un Segmento
Las coordenadas cartesianas del punto me-
dio del segmento dirigido cuyos extremos

N ' son los puntos A(X1,y1,21) Y B(x2,y2,22) son:
|OP| = p = ¥ ON? + NP? Pm (x;y;z) que se obtienen por la semi su-
En el triéngulo OMN rectangulo ma de las coordenadas cartesianas del

mismo nombre de los puntos dados, en

ONZ= x2 + y? este caso puntos Ay B.

p=x2+yz+z2

Distancia entre dos puntos
|JAB| =V (MN)2 + (BQ)?2
BQ2= (Zz - 21)2

MN2= (x; — x4)? + (Y2 -V4)?

|AB|= V (X5 — X4)2 + (Y5 — ¥4)? H(Z, — Z4)?

Punto Medio de un Segmento

Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido cuyos extremos Pm ()( ' Z)
son los puntos A (X,,¥41,Z:) ¥ B (Xz,¥2,Z;) son:

Xy + Xy Vit Yo Z, +z,
X= —— Y= em——— Z=
2 2 2

Sistema de coordenadas cilindricas:

En la imagen que sigue puede observarse que las coordenadas cilindricas de un punto
, en ese caso P, son las coordenadas polares de la proyeccion Q del punto P sobre el
plano XY. Las coordenadas del punto P se escriben entre paréntesis y en el siguiente
orden (p;6; z), 0 P (r;0; 2).
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p o r: distancia de la pro-
yeccion del punto P sobre
el plano coordenado XY.

0 o a: angulo que forma
OQ con el semieje positivo
de las abcisas.

z: cota del punto.

P(r 9) Hay una relacion intrinseca entre el Sis-
' tema de Coordenadas Polares en el
plano y el Cilindrico en el espacio.

Origen (polo)

LY

Ravo inicial

Sistema de coordenadas P olares en el espacio:

Se hace esta aclaracion para evitar la confusion con el Sistema Polar en el plano.
Las coordenadas polares de un punto P del espacio son (p; a; B; y) siendo p la dis-
tancia OP y a, B, y ylos angulos de la direccion de OP.
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Los anqgulos directores a, B, y y son los que forma la recta que contiene a OP con el
eje x, el eje y y el eje z respectivamente, como muestra la imagen superior realizada
en Geogebra.

Los cosenos de esos angulos se denominan cosenos directores, sabiendo que:

cos a=x/p
cos B=y/p
cosy=z/p

Sistema de coordenadas Esféricas:
Las coordenadas esféricas de un punto, tal como P se escriben entre paréntesis y en
el siguiente orden P(p ;a; B).

p = distancia del punto al
origen ( como en las coor-
denadas polares en el es-
pacio)

o= angulo que forma el
segmento OQ con el semi-
eje positivo "x" ( igual que
en las coordenadas cilindri-
cas)

B= angulo de elevacion o
depresién respecto al plano
XY

En los sistemas CAD se utilizan diferentes sistemas de coordenadas para la introduc-
cion de los puntos en pantalla. AutoCad (Software de aplicacion orientado al disefio)
dispone de los sistemas de coordenadas para el ingreso de datos y generacion de
dibujos en la pantalla:

Cartesianas y Polares en el plano para los trabajos en 2D ( bidimensional)

Cartesianas en el espacio, Cilindricas y Esféricas para la creacion de graficos 3D (
tridimensional).

RELACION ENTRE LOS DISTINTOS SISTEMAS DE COORDENADAS EN EL ESPA-
Clo

Al inicio estudiamos que, en el espacio, si uno 0 mas puntos estan posicionados segun
sus coordenadas cartesianas x; y ; z es posible calcular distancias de los puntos al
origen del sistema, distancia entre dos puntos, coordenadas cartesianas del punto
medio de un segmento.

Si los puntos estan posicionados segun otros sistemas de referencia, estas operacio-
nes no podran realizarse hasta tanto no se establezcan las coordenadas cartesianas
de los puntos en cuestion. Por ello se expresan aqui las relaciones que ligan las coor-
denadas cartesianas con los otros sistemas.

1-RELACIONES ENTRE COORDENADAS CARTESIANAS o RECTANGULARES Y
CILINDRICAS
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=pcosb y=pseno Cilindricas a |:> Cart. Rectang.

p=Vx*+y? @=arctg y z=z Cart. Rectang. a ) Cilindricas

X

2-RELACIONES ENTRE COORDENADAS CARTESIANAS o RECTANGULARES Y
POLARES EN EL ESPACIO:

X=pCOSa y= pcosp Z= pcosy Polares a |:> Cart. Rectang

p= VX’ +y’+2°)

o= arc cosx_ Bp= arccosy_ y = arccosz_ Cart. Rectang a |::) Polares
P p P

3-RELACIONES ENTRE COORDENADAS CARTESIANAS o RECTANGULARES Y
ESFERICAS

= pCoOS P cos a

y= pcospBsen o Coord. Esféricas a I:> Cart. Rectang.

z=p senp
p= Xyl 2
Bp= arcsenz
p Cart. Rectang. a I:> Coord. Esféricas
a= arctgy

X

PARA AMPUAR CONOCIMIENTOS sobre SISTEMAS DE COORDENADAS €N EL ESPACIO
RECURRE AL APUNTE QUE ENCONTRARAS EN EL AULA VIRTUAL DE LA CATEDRA.TODAS
lAS FORMULAS QUE PERMITEN PASAR LAS COORDENADAS DE UN PUNTO. DE UN SISTEMA
A OTRO. TAMBIEN SE ENCUENTRAN EN EL CUADERNIWO DE FORMULAS DE APLICACION
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SISTEMAS DE COORDENADAS por
TRIDIMENSIONALES MIRTA HEREDIA

Curiosidad

Enfermo en su cama meditaba sobre filosofia y matematica cuando René Descartes
observaba ingenuamente el vuelo de una mosca, sin imaginar las implicancias que
este hecho iba a tener en la evolucion del Conocimiento de la Humanidad.

Teniendo su vista perdida en el techo de la estancia fue una mosca a cruzarse en su
mirada, cosa que hizo que la siguiera con la vista durante un buen rato, mientras pen-
saba y se preguntaba si se podria determinar a cada instante la posicién que tendria el
insecto, por lo que penso6 que si se conociese la distancia a dos superficies perpendi-
culares, en este caso la pared y el techo, se podria saber. A estas distancias las llamo
coordenadas del punto y con esto acababan de nacer las Coordenadas Cartesianas, y
con ellas, la Geometria Analitica.

A través del tiempo y en el desarrollo de las aplicaciones que estos conceptos aporta-
ron, hoy nos sorprende cémo se potencioé la utilizacién de este discernimiento, madu-
rando y creciendo en otros de mayor complejidad.

APLICACIONES SEGUN DISTINTAS DISCIPLINAS:
En FISICA

Los cientificos han conseguido utilizar potentes microscopios, para observar las posi-
ciones tridimensionales de atomos individuales con gran precision.

Las observaciones hechas por el equipo dirigido
por Jianwei (John) Miao de la Universidad de Ca-
lifornia, han podido inferir sobre las propiedades
macroscopicas de los materiales, a partir de cono-
cer la disposicion estructural de cada uno de sus
atomos; lo que permite conocer el comportamiento
de los materiales ante diferentes solicitaciones,
con la maxima fiabilidad posible sobre su integri-
dad estructural.

En MEDICINA

Progresa a pasos agigantados la Estereotaxia,
técnica médica moderna que permite evitar “gran-
des” cirugias en la cabeza, y sélo a través de este
avanzado equipo explorar y extraer agentes ajenos
0 tumores en el crdneo apenas por un pequefo
orificio.Con un sofisticado uso de las Coordenadas
se aporta a la neurologia un amplio campo de acti-
vidades:

Se realizan con esta aparatologia Biopsias, Cirug-
ias Guiadas, Implantacion de Catéteres, Tratamien-
to del Dolor, Tratamiento de los Disturbios del
Movimiento, Neuroendoscopias, Implantacion de
Electrodos Profundos, Tratamiento de la Epilepsia, etc.

En MATEMATICA

Maxima es uno de los software que
tiene la posibilidad, via programas
externos, de producir GRAFICOS
DE FUNCIONES EN 2 Y 3 DI-
MENSIONES. También puede pro-
ducir graficos a partir de una tabla
de puntos. Actualmente pueden
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utilizarse como programas externos openmath , (identificado también como xmaxima ).
Otros programas como el grass hopper, el geogebra permiten generar y visualizar
figuras en el plano y en espacio, facultando su comprensién y manejo de formas com-
plejas.

En ASTRONOMIA
Como sabemos las Coordenadas Celestes son ese
conjunto de valores que de acuerdo con un determina-

do Sistema de Referencia dan la posicion de un objeto 3

en la ESFERA CELESTE. Existen diversas coordena- E A
das celestes segun cual sea su origen y planos de

referencia. Una primera clasificacion, las divide en dos N s
grandes grupos, segun se traten de Coordenadas Car- \w

tesianas o Coordenadas Esféricas.

De ellas se valen los cientificos para jerarquizar y evo-
lucionar estudios que arriban hoy, por ejemplo a des-
cubrir que hay filtraciones de agua y extensos deposi-
tos sedimentarios en Marte, o por ejemplo que se su-
pera el centenar de planetas extrasolares.

En CARTOGRAFIA

Cuando se observa de cerca, la Tierra parece ser relativamente plana. Sin embargo,
cuando se observa desde el espacio, podemos ver que es relativamente esférica, en-
tonces para poder representarla los cartografos han desarrollado un conjunto de técni-
cas llamadas proyecciones ca rtograficas disefiadas para mostrar, con una precision
razonable, la Tierra esférica en dos dimensiones, de todos modos se plantean algunos
inconvenientes, cuanto mayor es la escala, mayor es el margen de error que se puede
corregir si manteniendo la escala, escogemos un area menor de representacion.

Hay tres familias de proyecciones cartogréficas

En el proceso de crear mapas car-

tograficos se puede imaginar como - == |
colocar una fuente de luz dentro de LA [ AT AT i
una esfera transparente en la que * N & — [ —
las zonas terrestres son opacas. | = B NI

Entonces, se proyectan los contor-
nos en una hoja bidimensional de
papel. El papel imaginario se puede
colocar de distintas formas alrededor
del globo; cilindrica , cénica o inclu-
so como una superficie plana. Cada
uno de estos métodos produce lo
que se denomina familia de mapas
cartograficos . .

Hoy en dia, el proceso de
proyectar la esfera terrestre
sobre el papel se realiza
utilizando los principios ma-
teméaticos de la geometria,
la trigonometria, y actual-
mente la cartografia de imagen utiliza las imagenes captadas por la camara digital
UltracamXp de alta resolucion a bordo de un avion y las imagenes de los satélites
SAC-C, Landsat 5, Landsat 7 y Spot 5. El area que cubre cada carta esta directamente
relacionada con las cartas topograficas a distintas escalas que es también la base car-
tografica para la georeferenciacion de las imagenes.
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En ROBOTICA

El robot "manipulador multifuncional .
reprogramable” manipula sustancias del codo
nocivas para el ser humano, realiza ta- Giro
reas domésticas cientificas o industria- - ——
les como soldaduras, pintura, mecani- g
zado, montaje, formacion e investiga- ! | s ' Desviacion
cion, etc. Barrido A :
A raiz de los 4 o mas grados de libertad sbnn \E~—1/ X ‘-r*-: s
que el robot realiza en sus articulacio-
nes, se puede entrar en la definicién de
las coordenadas que se usan para defi- Base _
nir los movimientos del robot. Hay dos
tipos que se distinguen:

. Coordenadas robot: Son aque-
llas referidas a cada una de las articula- Elementos bdsicos de un brazo robot.

ciones del robot. Son las asociadas a

los pares angulares o rotativos.

. Coordenadas cartesianas: Estan referenciadas a un triedro rectangulo situado
en la base del robot y pueden ser expresadas en dimensiones geométricas lineales o
angulares.

En DISENO

Desde los modestos ejercicios presentados en este capitulo, que aproximan el uso de
las Coordenadas a la Arquitectura, pasando por su aplicacion en los diferentes grafi-
cadores digitales que admiten el disefio y visualizacion del objeto proyectado, por
ejemplo con:

Microsoft Paint, XnView, Adobe lllustrator, Google Sketchup, Irfanview, ACDSee
Pro, Gimp, Corel Draw, Google Picasa, y por supuest 0 Autocad con todas las
opciones que presenta y enriquecen el producto fina | graficado.

Y como si esto no alcanzara se propone la posibilidad de trabajar con NUBES DE
PUNTOS: es el resultado del escaneo laser en 3D del objeto, consistente en un con-
junto de vertices referidos a un sistema de coordenadas tridimensional, y normalmente
se definen estos vértices mediante coordenadas X, Yy Z.

Dicha informacion se considera como punto de partida para extraer posteriormente
otras como alzados, secciones, modelos 3D, ortoimagenes, aplicaciones de visualiza-
cién, animacion, renderizado,etc.

La nube puede ser realizada tanto en escala de grises, empleando el valor de reflec-
tancia  registrado
por el laser como
en color, integran-
do la informacion
de color del kit
color. Este levan-
tamiento de la
Obra podra luego
ser recorrida, es-
tudiada, pre visua-
lizada y corregida
en el mismo Proceso de Disefio.

Desde Descartes a nuestros dias, con el inconmensurable aporte de los cientificos,
técnicos y pensadores, el CONOCIMIENTO crece vertiginosamente rumbo a destinos
inciertos y promisorios de grandeza.
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WWW.juiceanalytics.com/chartchooser
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sAR719AR720&o0qg=que+es+lat+estereotaxia&aqs=chrome.1.69i57j013.18132j1j7&sourceid=chr
ome&ie=UTF-8
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SISTEMAS DE COORDENADAS > por

AP"'CAC'ONES> TRIDIMESIONALES MIRTA HEREDIA

1) Dados los siguientes puntos en el espacio :
A(3; 5; 1)

B(-2; -5; -3)

C(-4; 8; -6)

D(7; -1; -5)

E(-6; -2; 5)

F(4; -5; 3)

G(-2; 8; 5)

H(5; 6; -4)

a-En qué octantes se encuentran?

b-Graficar los puntos en un Sistema de Coordenadas Cartesianas Tridimensionales.
Realizar el grafico en el espacio indicado

2) Los veértices de una losa triangular son los puntos A, B y D, (datos del ejercicio an-
terior)

a-Completar el gréafico del ejercicio anterior uniendo dichos puntos.

b. Calcular las distancias AB, BD y DA.

c- Calcular el &rea, en m?, de la losa triangular

d- Calcular el perimetro , en metros, de dicha losa.
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3) Calcular las coordenadas cartesianas de los puntos medios de AB, BD,y DAy
definir en qué octantes se encuentran. Graficar dichos puntos en el grafico anterior.

4) Dado el punto G(-2; 8; 5) posicionado en el espacio segun sus coordenadas carte-
sianas:

a- ¢Cuales son las coordenadas cartesianas del punto medio del seg mento OG
que une el origen del sistema de coordenadas y el punto G?

b- ¢ Cuales son los angulos directores de OG? Dar el valor de cada angulo en grados,
minutos y segundos sexagesimales.

5) Basandonos en el Teorema Fundamental que dice que:
cos’a + cos’p + cos’y = 1 proponemos en nuestro caso que
0,23+0,36+0.41 =1. Considerando que esos valores pertenecen a los cuadrados de
los cosenos de los angulos directores de un segmento designado como OP. Es ne-
cesario saber:

a. ¢Cudles es el valor de angulos directores del segmento OP si p = 9?.

b. ¢Cuales son las Coordenadas Cartesianas del punto P ?
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6) Con distintos instrumentos de medicion se obtuvieron diferentes coordenadas refe-
ridas a la posicion de distintos puntos en el espacio.

a- ¢Qué Coordenadas Cilindricas tiene el punto E (-4 ; -3; -5)?

b- A qué distancia se encuentra del punto | (v29, 2148'5,07"; 8) respecto al origen del
Sistema ( segmento Ol).

c- En qué Octante se encuentra el Punto medio entre E e I.

d- Graficar los puntos en un sistema de coordenadas espaciales.

7) Surgio entre los calculistas una duda de medicion.

a-El Tablero Eléctrico de Derivacion que se encuentra en

J (V20,75; 113°11'54,93"; 33°17'10,27") ¢es Punto Medio entre los Tableros Secunda-
ros ubicados en L (V40; 16133'54,18"; -4) y

M (V115; 7345°16,67"; 62°12'31,3"; 3256'18,74")? Calc ule y justifique la respuesta.
b-¢, A qué distancia estan estos gabinetes del Tablero General que se ubica en

N (2; -6; 4).?

8) Calcular las Coordenadas Polares en el espacio del vértice A, las Coordenadas
Esféricas del vértice B y las Coordenadas Cilindricas del vértice C del prisma
pentagonal regular que muestra el grafico.
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9) En un edificio de Propiedad Horizontal se desea z
saber:

a-¢,Cual es la altura del mismo ( en metros) sa-
biendo que es un prisma recto de base rectangu-
lar?

b-¢ Cual es su longitud ( segmento PQ)?

c-¢,Qué coordenadas polares en el espacio tiene
el punto Q?

Dato: P(vV274; 37,8749° 46,46439.

10) Un punto en el espacio dista del Origen del Sistema de Coordenadas Cartesianas
una distancia =11,66190379, formando el segmento OP. El mismo forma con el eje “X”
el angulo director a = 69%6'25,5”, y con el eje “y" el &ngulo director § = 592'10,48".
Se pide calcular el valor del restante angulo director .

Graficar el punto en un sistema espacial y en Coordenadas Cartesianas .

11) El Centro de una esfera tiene Coordenadas Cartesianas C(3; -5; 8).

Calcular las Coordenadas Polares, Esféricas y Cilindricas  del Centro y de su Polo-
Sur, sabiendo que el radio de la esfera es de 4 m. Graficar los puntos en un sistema
coordenado cartesiano espacial.
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12) Un museo regional
anexa un pabellén con for-
mas curvas similares a las
de StudyWeil, como se ve
en la fotografia,
http://blog.bellostes.com/?p
=629

y se implanta en el terreno
segun los siguientes pun-
tos:

V(V90; 10826'5,82"; 3,5),
T(V50; 987'48,37"; 3,5),
D(V110,25; 34133'54,18"; 2522'36,96"); punto de infl exién de la curva
1(V166,25; 33513'21,76"; 2025'35,29"), punto de infl exién de la curva
J(V680,25;1633'30,027;1013'8,5";77°49'34,58")
Z(V823,25;1236'43,78";,9690'6,03";78%56'55,11")

Se desea determinar:

a- Las coordenadas Cartesianas de los
puntos a la hora del replanteo general.

b- Si la altura del conjunto es constante.

c- La longitud en planta de los arcos

exteriores ( arco VI y arco DZ) de la
construccion, para lo cual se dan los si-
guientes puntos:

B(4; 2;0) centro del arco VI que abarca un
angulo de 180°

E(18,5; -12,28125; 0) centro del arco DZ
gue abarca un angulo de 26839'55,38".
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13) Calcular las coordenadas esféricas de los puntos A, B, C, D, para su replanteo
con la Estacion Total de un edificio de planta curvas.

Datos:

A(6; 5.5; 3,5)
B(6; 10; 5)
C(21; 10.5; 5)
D(21; 10.5; 6.5)

14)a- Calcular la pendiente ( en
porcentaje) que tienen los faldo-
nes 1y 2 del techo de una cons-
truccion similar a la vivienda en
Oud-Heverlee, Bélgica, si supo-
nemos que su planta es rectan-
gular y que el segmento AB es
paralelo al eje x.

b -Calcular el area, en m?, de la
planta rectangular.

couple-family-house-in-oud-heverlee/

Datos:

C(V128,25; 69°18'58,7"; 2759'27,49”; 7159'51,2")
D(vV272; 142'10,48"; 4,5)

E(V477; 41°11°9.33"; 13°14'3,61")
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15)a- ¢Cual es la altura, en metros, de piso a techo que
tiene el proyecto de la Villa Olimpica, en el hall de planta
baja y entre las plantas tipo, si suponemos que con la esta-
cion global se leen las siguientes coordenadas?

b-¢ Cuantos metros mide la antena ? .

Datos:

Hall acceso

A(V67,25; 4230'37,61"; 70'15,13")
B(V115,25; 4230'37,61"; 4041'45,47")

Planta tipo
D(v204,5; 3430'30,68";47°1.4'37,29")
E(V276,5; 3430'30,68"; 54°16'44,35")

Antena
F(V3334; 842'7,71"; 832'12,56"; 9°11'16,13")
G(V985; 78%58'42,9"; 77%'44,77"; 174'59,32")

16) Al disefiar una aerosilla se necesita determinar la posi-
cion de tres de las torres intermedias (B; C; D). Topografi-
camente se salva el desnivel con un angulo de depresion
de 36°

a- Graficar el conjunto en un sistema espacial para su me-
jor interpretacion.

a- Calcular la distancia entre el punto de partida y el punto
de llegada de la aerosilla, sin considerar la catenaria que
forma el cable en su desarrollo.

b- Calcular las coordenadas cartesianas de los puntos
superiores de sus torres intermedias.

UNC | universidad
Nacional
de Cdrdoba

https://lwww.clarin.com/arg/ex
perimento-urbanismo-partes-
hecho-

realidad_0_H17k6MTVz.html

Nota: Las torres de partida y de llegada tiene ambas la misma altura.

A(10; -15; 10)

“““““ E(-40; 80; 88)
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SOLUCIONES> SISTEMAS DE COORDENADAS TRIDIMENSIONALES

1 a A ---| Octante C ---VI Octante E ---1ll Octante G ---ll Octante
B---VIl Octante D ---VIll Octante F ---IV Octante H ---V Octante
2 a AB =11,8743m BD = 10,0499m AD =9,3808m

Perimetro = 31,3050m

d Area de la losa = 45,5851 m?

B(V304,44; 6143'33,81"; 43°27'7,4”)
C(V162,82; 43°37°42,79”; 12)

3 Pm(AB) = R(1/2; 0;-1) | Pwm(BD) = S(2,5;-3; -4) Pm(AD) = T(5; 2; -2)
Esta en el plano xz VIII Octante V Octante
4 |a |Pw0G)=U(-1;4;2,5)
b | a=101°58"10,067" | B=33°56'46,6621" |y =58°46'11,7488"
5 |a |a=61°2030,55" | B=53"748,37" | y=50°11'5,57"
b | P(4,3162; 5,40; 5,7628)
6 |a |E(5216°52'11,63";-5)
b |01=9,6437m
c Pm(El) = V(1/2; -1/2; 3/2) IV Octante
7 a Si, es punto medio
b |IN=10,2347m | LN = 13,8564m | MN = 12,1243m
8 A(V229,1530; 79°28’47,18”; 54°26'11,73”; 37°33'35,32”)

Altura del Edificio = 12m

Longitud del Edificio = 35,4930m

C Q(v2322,77; 31°19'48,36”; 62°50°23,85”; 75°34°56,56")

10 | Eldnguloy es:38°11°43,87”  P(4; 6; 9,1652)
11 Centro | (V98; 72°21’33,73”; | Polo Sur | (V50; 64°53’45,28"; 135°;
(3; -5; 8) 120°20'11,17; (3;-5; 4) 55°33'0,35")
36°5'13,73")
(V98; 300°57°49,52”; (V50; 300°57'49,52";
53°54'46,27") 34°26'59,65")
(V34; 300°57'49,52”; 8) (V34; 300°57'49,52"; 4)
12 \Y T D | J YA
(-3;9;3,5) (-1,7;3,5) (9;-3;4,5) (112;-5;4,5) | (25;-5;5,5) | (28;-3;5,5)
No es constante. Crece su altura paulatinamente de 1 en 1 metro , total 2
m.
Arco VI =31,1002m | Arco DZ = 62,2770m
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A C

(V78,5; 42°30°37,61”; 23°16'4,89”) | (V576,25; 26°33'54,18”; 12°1'19,39”)

B D

(V161; 59°2'10,49”; 23°12'25,43") (V593,5; 26°33’54,18”; 15°28'28,43")

14

Faldén 1 ---pendiente 16,67%

Falddn 2 ---pendiente 37,5%

Superficie en planta 120 m*

15

Altura del Hall de Ingreso =6 m

Altura de plantas tipo = 3m

Altura de antena =27 m

16

Distancia AE =132,6989 m

B(-2,5; 8,75; 29,5) | C(-15; 32,5; 49)

| D(-27,5; 56,25; 68,5)
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Por

CLARISA
LANZILLOTTO

Introduccidn:

Las secciones conicas como tales estan presentes en multiples obras de la Arquitectu-
ra de todos los tiempos. Estas son lineas curvas, algunas abiertas y otras cerradas,
llamadas CIRCUNFERENCIA, ELIPSE, PARABOLA E HIPERBOLA.

FANG YUANG
https://madelcisne?.files.wordpress.com/201
4/10/fan-yuang.ipg

PUENTE DE VENTAS
https://madelcisne?.files.wordpress.com/201
4/10/7646641352 f93f73aae9 z.jpg
ANFITEATRO DE CAPUA
https://madelcisne?.files.wordpress.com/201
4/10/anfi2-300x199.jpg

Para definir las cénicas desde el punto de vista geométrico, debemos previamente
referirnos a la superficie a partir de la cual se originan estas secciones: la superficie
conica.

) La misma forma parte de la familia de las
superficies regladas ( engendradas por
_ rectas) generada por el movimiento de una

Generatrizg  generatriz (g), manteniéndose en contacto
con una directriz (d) curva, teniendo, todas
las posiciones de la generatriz (g), un punto

Vertice V comun (V), denominado vértice. La super-
ficie conica es una superficie reglada, ra-
diada, de generatrices concurrentes.

http://javoses1015.blogspot.com/2015/10/superficie-conica.html
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De la interseccién de una superficie conica circular y un plano secante que no pasa
por el vértice, segun la inclinacion del plano resultan distintas curvas; algunas cerra-
das como la circunferen cia y la elipse, y otras abiertas como la parabola y la
hipérbola . Estas curvas reciben el nombre de conicas o0 secciones conicas

¢ | o
| |

Circunferencia: _ Linea curva cerrada que se obtiene por un p lano secante que
intersecta a la superficie y es  perpendicular al eje de la superficie conica

Elipse: Linea curva cerrada que se obtiene por un  plano secante que intersecta a
la superficie y es oblicuo respecto del eje delas  uperficie cbnica.

Parédbola: Linea curva abierta que se obtiene por un plano sec  ante que inte r-
secta a la superficie coOnica y es paralelo a una generatriz.

Hipérbola: Linea curva abierta que se obtiene por un plano que intersecta a
la superficie conica y es paralelo a dos generatrices.

Para estudiarlas, definiremos las secciones coénicas de la mano de la Geometria
Analitica como el lugar geométrico de los puntos del pl  ano cuya relacion de di s-
tancias a un punto y una recta fijos es constante . El punto fijo se llama Foco de la
conica, la recta fija es la directriz de la cénica. La relacion constante se llama excentri-
cidad y se representa generalmente con la letra e.
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Las secciones conicas se clasifican en categorias segun su forma y propiedades. Es-
tas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e .

Si e =0la conica se llama circunferencia
Si e < 1 la coénica se llama elipse

Si e = 1 la conica se llama parabola

Si e > 1 la conica se llama hipérbola

Las conicas responden a una ecuacion general de la forma:

Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=O

En donde los coeficientes A, B, C, D, E, y F, son nimeros reales que determinan el
tipo de Curva.

En este curso desarrollaremos cada una de las secciones conicas, iniciando el estudio
por las coénicas cerradas: Circunferencia y Elipse y posteriormente las conicas abier-
tas: Parabola e Hipérbola.

(0, )

[ )

F=(c, o

(8, =)

Las posicionaremos en el Plano cartesiano y estudiaremos sus elementos y sus
ecuaciones

Recordamos que LAS ECUACIONES de las conicas posibilitan obtener la posi-
cion de todos y cada uno de los puntos que conforman el lug ar geométrico de la
seccion conica en estudio.

Las secciones coénicas generan superficies curvas . Esas superficies se posi-
cionan en el espacio. Dentro de la familia de las superficies curvas, el grupo de
las Cuédricas son las superficies que tienen por generatriz a una seccidon conica
y por eje de rotacion a larecta que contiene a un eje de esa conica . Son la
superficie Esférica, los elipsoide s, los paraboloides, y los hiperboloide s.

La imagen que sigue muestra como las conicas son generatrices de estas super-
ficies.
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e

;e
g | g

En la imagen:

1-Superficie Esférica - Generatriz: Circunferencia
2-Elipsoide- Generatriz: Elipse

3- Paraboloide- Generatriz: Parabola

4- Hiperboloide de dos hojas - Generatriz: Hipérbola
5- Hiperboloide de una hoja - Generatriz: Hipérbola

En esta Introduccion solamente diremos que estudiaremos estas superficies desde
la Geometria Analitica Espacial, comprendiendo sus ecuaciones y sus graficas y
posicionandolas en el Espacio Cartesiano.

Seguidamente, el cuadro inferior presenta una Clasificacion de las distintas s  u-
perficies:

SUPERFICIES REGLADAS

Pueden ser engendrad as por el movimiento de una
linea recta llamada generatriz.

L L &

DESARROLLABLES ALABEADAS

Tienen un plano tangente Superficie generada poruna
unico a lo largo de cada linea que cambia
generatriz y por tanto continuamente de direccion
admiten un “desarrollo en los tres sentidos de sus
plano”. dimensiones.

= & i

HIPERBOLOIDE PARABOLOIDE
REGLADO DE HIPERBOLICO:
UNA HOJA: :

RADIADAS

(SUP.
CONICAY
CILINDRICA
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De la familia de las superficies regladas, ya conocemos la superficie conica de la
gque surgen las secciones cénicas. En un capitulo especial, estudiaremos la super-
ficie PLANO, tan utilizada en la Arquitectura, el urbanismo y el Disefio en general.

PARA AMPUAR CONOCIMIENTOS sobre LAS OTRAS SUPERFICIES REGIADAS RECURRE Al
APUNTE DE SUPERFICIES EN EL AULA VIRTUAL DE LA CATEDRA

e A

Como ya anticipamos, estudiaremos particularmente la Superficie Esférica, los
Elipsoides, los Hiperboloides y los Paraboloides po sicionados en el espacio
cartesiano. Conoceremos sus elementos , sus caracteristicas y trabajaremos con
sus ecuaciones. Es de destacar que los hiperboloides de una hoja y los paraboloi-
des también pueden considerarse dentro de la familia de las superficies regladas,
ya que también pueden generarse mediante rectas.

En este sentido es importante presentar una sintesis conceptual referida a Super-
ficies Cuadricas.
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Definicién: _Una cuadrica es el lugar geométrico de los puntos del espacio (x,y,z) que
verifican una ecuacion de segundo grado del tipo:

Ax* +By’ +CZ* + Dxy + Eyz + Fxz +Gx +Hy +1z+J =0

En donde uno por los menos de los seis coeficientes A, B, C, D, E, y F es diferente de
0.
Para su estudio consideraremos a las:
» Cuadricas con centro que representan a las superficies que tienen un centro
de simetria. Estas superficies responden a la ecuacion:

+

Donde a, by c son los semiejes de la superficie.
A este grupo pertenecen: LA SUPERFICIE ESFERICA, LOS ELIPSOIDES Y LOS
HIPERBOLOIDES DE UNA HOJA Y DE DOS HOJAS.

7N

Superficie esférica y Elipsoide

y

(P2
La
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Hiperboloide de una hoja- Hiperboloide de dos hojas

» Cuédricas sin centro:  Estas superficies no tienen centro de simetria. Vamos a
considerar las representadas por la ecuacion:

(]

2
X
NE
a b

Son Cuadricas sin centro: EL PARABOLOIDE ELIPTICO Y EL PARABOLOIDE
HIPERBOLICO.( se muestran en las imagenes en ese orden)

{2

|
JIRE R
- I bt

PARA AMPUAR CONOCIMIENTOS sobre NS OTRAS SUPERFICIES NO REGLADAS O CUR-
VAS RECURRE AL APUNTE DE SUPERFICIES EN EL AULA VIRTUAL DE LA CATEDRA. AW EN-
CONTRARAS INFORMACION SOBRE TOROS., ESCOCIAS Y OTRAS.
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CIRCUNFERENCIA - SUPERFICIE ESFERICA > CL::SA
DEL PLANO (2D) AL ESPACIO (3D)

LANZILLOTTO

CIRCUNFERENCIA:

La circunferencia es una seccién conica cerrada. Su excentricidad e=0 .La defini-
remos y estudiaremos desde el punto de vista de la Geometria Analitica. Segun la
misma, la circunferencia es el lugar geométrico del conjunto de los puntos del plano
gue equidistan de un punto fijjo dado en ese plano. El punto fijo se llama Centro y la
distancia al mismo se llama radio .

Los Elementos de la Circunferencia pY
son:; Centro C y radio r

A partir de una circunferencia de
Centro C y radio r orientada en un
Sistema Coordenado Cartesiano |
Ortogonal podremos deducir la
ecuaciéon matematica que le corres-
ponde.

[
Considerando la posicién del Centro :
con sus coordenadas C(hk) y el 1 h
valor del radio, se derivan las formas
de la ecuacién de la circunferencia. Por ejemplo si los datos son: C (4;5) y radio r=6,
podra componerse la ECUACION ORDINARIA de la circunferencia que se correspon-
de con la siguiente expresion:

ECUACION ORDINARIA:
(x-h)? + (y-k)? =r? l
De acuerdo a los datos:
C (4;5) y radio r=6 , la ecuacién ordinaria seré:
(x-4)% + (y-5)* =36

De la misma forma, dada la ecuacién ordinaria podremos encontrar la posicién del
Centro y el valor del radio de una circunferencia.

Desarrollando la ecuaciéon ordinaria, se obtiene otra forma de ecuacion de la circunfe-
rencia que es la ECUACION GENERAL y que responde a la siguiente expresion:

x? +y*+Dx+Ey+ F =0

En donde podremos encontramos nuevos términos cuyos coeficientes permiten despe-
jar las coordenadas del Centro de la circunferencia de la siguiente manera:

=-2h O h=-D/2 =-2k O k =-E/~2
Y conocer el valor del radio a partir del término F:
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F=h’+ k®*-r* O r’=h’*+ K*°-F
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si extraemos la raiz cuadrada en ambos miembros, podremos despejar el radio:

Para el caso del ejemplo anterior, encontraremos el valor de D, E y F para armar la

Ecuacion General.

D=-2x4=-8 E=2x5=-10 F=(-8)" + (-10)° - (6)° =128

Luego, la ecuacion General para la circunferencia del ejemplo sera:

x% +y? -8x -10y +128=0

Q e /'/,', i‘.?:-@ é x ABC 2% b

g

Conica f\-j
O e {x-4F + (y-5)* = 36 i
egl: x? + v - 8k - 10y + 128
Punto
QO A5 ir 2
-10
-15
&

ra
La

En Geometria Analitica, los calculos deben estar acompafiados del correspondiente

grafico.

Gréfico realizado con Geogebra

Si D= E=0 , el centro de la circunferencia coincide con el origen
Coordenado y la ecuacion es la ECUACION CANONICA:

X2 + y? =12

Para el caso del ejemplo para C(0;0) y r=6, la ecuacion sera:

x* +y? =36
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15

de Cérdoba
AP [QO LN e 2 Q =
Conica oy 18 &
Q@ cxo+r-36 : "
Punto
Q e-@o f
0 15 1o K

SUPERFICIE ESFERICA:

Es una cuédrica de revolucién. Tiene por generatriz a una circunferencia y por eje de
rotacion a la recta que contiene a un eje de esa circunferencia.

Posicionada en el espacio geométrico, la superficie esférica

le
i de centro C(a, b, c) y radio r es el lugar geométrico de los
g puntos del espacio cuyas coordenadas cartesianas satisfacen
la ecuacion de la forma:
2 2 2 2
. (x—a)y +(y—-b)y +(z—c)y =r

i Siendo a, b y ¢ las coordenadas del centro de la Superficie
esférica.

Recordamos que cuando nos referimos a SU-
PERFICIE ESFERICA aludimos a la cascara, ya
que cuando nos referimos a ESFERA, estamos
hablando del sélido geométrico.

Si la superficie esférica de la imagen tiene Cen-
tro C(-3;4;5) y radio r=5 su ecuacion seré:

x+3)?% +(y—-4)?% +(z-5)% = 25
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Si las coordenadas del centro son C(0;0;0),la superficie esférica tiene su centro en el
origen del Sistema Coordenado, por
tanto la ecuacion sera:

X2+y2+22:r2

Para el ejemplo, si el radio es r=5 ,
la ecuacion sera:

x? +y% +z2 = 25

TRAZAS DE LA SUPERFICIE ESFERICA :

Las trazas de una superficie en el espacio son las figuras que resultan cuando la su-
perficie es intersectada por los planos coordenados XY, YZ y XZ .Si la superficie es
intersectada por planos paralelos a los planos coordenados, a las figuras resultantes
las llamaremos Intersecciones.

Si observamos en la imagen las
trazas de una superficie esférica
son siempre circun ferencias.

Cuando una superficie tiene tra-
zas que son circunferencias, se
.~ dice que es una cuadrica de
revolucion.

De esas circunferencias que son
trazas, podremos construir sus
ecuaciones, calcular sus perime-
tros, sus &reas y representarlas
en el plano. En la imagen siguien-
te se muestran las trazas y sus

Ecuacion de la traza:

X2 =+ y?: r2
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Traza Plano XZ: circunferencia

Ecuacién de la traza:
X2 S 22 = ]r2

Para el ejemplo

x2 +z%2 = 25

Traza Plano YZ: circunferencia
Ecuacion de la traza:

y2 + 22 = ,r2
Para el ejemplo

y? +z2 = 25

De este modo trabajaremos con todas las superficies, reconociendo sus caracteristi-
cas y elementos , posicionandolas en el espacio segun los mismos, definiendo sus
ecuaciones Yy reconociendo sus trazas y las ecuaciones de sus trazas.

https://www.stockholmlive.com/en/our-arenas/ericsson-globe

https://www.renovablesverdes.com/tecnoesfera-el-edificio-redondo-mas-impresionante-del-
mundo/
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APLICACIONES >

CIRCUNFERENCIAY
SUPERFICIE ESFERICA

por ANDREA FARIAS
y PABLO ALMADA

CIRCUNFERENCIA:

EJERCICIO N°1:

Con los datos que aparecen en la tabla, se pide hallar la Ecuacién Ordinaria de la

Circunferencia-Graficar a escala.

Centro Radio Ecuacién Circunferencia
a) A=(3;5) r=2,5m
b) B=(-6;0) r=3,0m
C) C=(4;-2) | r=distancia CD C=(4;-2)
D=(-1;3,5)

EJERCICIO N°2:

Para cada uno de los siguientes gréficos, se pide hallar la Ecuacion General de la

Circunferencia.-

i
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EJERCICIO N°3:
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A continuacion se presentan las ecuaciones de cuatro circunferencias y los pares
ordenados de cuatro puntos en el plano. Determinar qué punto pertenece a cada
circunferencia, demostrandolo analiticamente. Unir con flechas.

X*+y*—4x+6y+12=0 (0;-4)
X*+y* =21 (-1;v20)
XP+y*+4y=0 (2,464101615; 8)
(x+ 1)+ (y—10)° =16 (1;-3)

EJERCICIO N°4:

Completar la siguiente tabla a partir de los datos dados para cada caso (“h” y “k”
son las coordenadas “Xx” e “y” del centro de las circunferencias).

Ecuacion ordinaria “‘h” | “k” | “r" Perimetro Superficie
-12 | 20 18
2 | -6 452,3893421 m?
0 0 40,8407045 m
x%+(y-15)>=121
(x-35)°+(y+2)*=1
Pagina
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EJERCICIO N°5:

Este es el edificio GUANGZHOU CIRCLE, ubicado en la ciudad china de Guangzhou y
disefiado por Di Pasquale, del estudio de Milan AM Proyect. El edificio de 138 metros

de altura contiene un circulo, con un didmetro de 50 metros, que perfora el corazén de
la estructura de 33 pisos, convirtiendo el edificio en un circulo hueco. Cuando se refle-
ja en el rio, esta forma se convierte en una figura de ocho — un nimero de la suerte en

la cultura china.-

https://destinoinfinito.com/4-edificios-circulares-inusuales/

Suponiendo que el centro geométrico “C” de ambas circunferencias se encuentra en
C=(0;0) se pide calcular:

 La ECUACION ORDINARIA DE LA CIRCUNFERENCIA INTERIO R.

 La ECUACION ORDINARIA DE LA CIRCUNFERENCIA EXTERIOR .
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EJERCICIO N°6:

La imagen de la derecha nos muestra la fachada e . ’

del HOTEL RADISSON BLUE, ubicado en la
ciudad de Frankfurt (Alemania) y disefiado por
John Seifert Architects Ltd. El edificio se destaca
al ingresar a la ciudad, especialmente por su
extraordinaria arquitectura, parece un disco cir-
cular vertical. Su estructura se compone de un
disco de vidrio de 96 m de altura y su construc-
cion se complet6 en el afio 2005.

https://destinoinfinito.com/4-edificios-circulares-inusuales/

Se pide calcular:

¢ EIl Perimetro de la estructura de vidrio circular, en metros.-
« EIl Area de la misma estructura , en m?.-
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EJERCICIO N°7:

La imagen de la derecha nos muestra a
las TULOU-HAUS, casas tradicionales
chinas, declaradas patrimonio de la
humanidad por la UNESCO en 2008. Sus
cubiertas se esquematizan por dos circun-
ferencias concéntricas, que delimitan pa-
tios interiores que con su forma circular
colaboran con el acondicionamiento climéa-
tico de la vivienda.

https://www.detailerssimon.com/arco-de-circunferencia-para-mejorar-el-confort-en-los-edificios/

Con los datos del grafico, (ecuaciones de ambas circunferencias) .se pide calcular el
AREA ENCERRADA entre ambas circunferencias (Corona Circular ), en m?.-

I Y Nota: las medidas de los radios
estan expresadas en metros (m)
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EJERCICIO N°8:

La imagen representa a las TRADICIONALES CASAS CELTAS. Con los datos del
grafico se pide calcular: el VOLUMEN ENCERRADO dentro de los muros de la vivien-

da (Nota: tener en cuenta [ErENLIEN Elltecholse|nace de diversas|manerasy

4 B Diametro: 7,3 m siemprelcon|palositratadosicon|brea’
para este calculo el SISl A itira perimetral: 3.5'm Sifse[usalgrasaliuego[se|pasaniallfuegos
sor de las paredes perime- FAHERe G FIR dy,

trales y descartar 10s muros ekt lublEER eI
No posee las virtudes

interiores). y efectos de la
Piramicasa, pero

. anula [as ¥

conformadas por un cilindro
y un cono sobre el anterior
a modo de cierre superior.

Llos cimientos,

de unos 60 cm de
profundidad, incluyen

€l espacio de las puertas.

EJERCICIO N°9:

La obra que se
presenta es el
Pabellon  Ser-
pentine Gallery
2012 de los
arquitectos Her-
zog & de Meu-
ron y el artista
Ai Weiwei. La
memoria del
proyecto expresa:
“ El pabellon de este afio llevara a los visitantes por debajo del césped de la Serpenti-
na para explorar la historia oculta de sus pabellones anteriores. Once columnas que
caracterizan a cada pabellon anterior y una columna que representa la duodécima
estructura actual soportaran un techo cuya plataforma flotara 1,4 metros por encima
del suelo. El interior del Pabelldon sera revestido de corcho, un material calificado como
sostenible en la construccién y elegido por sus cualidades Unicas al ser su textura un
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eco de la tierra excavada. Tomando un enfoque arque-
olégico, los arquitectos han creado un disefio que va a
inspirar a los visitantes a mirar debajo de la superficie
del parque, asi como en el tiempo a través de los fan-
tasmas de las estructuras anteriores”.

Se trata de dos circunferencias de diferente radio y
centros desplazados. Las ecuaciones de las circunfe-
rencias son:

Circunferencia menor (C1): x* + y* = 49
Circunferencia mayor (C2) : (x-2,5)? + (y+2,5)* = 64
Se pide:

a) Graficar ambas circunferencias en un Sistema Co-
ordenado Cartesiano.

b) Calcular la longitud del segmento AB de la circunferencia C1 sabiendo que el valor

de la abscisa de ambos puntos extremos Ay B es x =-5,8.
Imagenes extraidas de https://www.metalocus.es/es/noticias/serpentine-gallery-por-herzog-de-meuron-y-
ai-wei-wei

10
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EJERCICIO N°10:

La obra que se presenta se denomi-
na Refugio de cazadores y fue dise-
flada por

Varde-Haugen, estudio de arquitec-
tura con sede en Oslo. La memoria
del proyecto nos dice: “Existe la per-
cepcion de que la fogata esta en el
origen de la sociedad moderna:
cuando los humanos aprendieron a
dominar el fuego, se reunieron a su
alrededor y empezaron a desarrollar
el lenguaje, las tradiciones y un sen-
tido de comunidad (...) El Retiro de
cazadores es un refugio inspirado en esta idea: el blogue se pliega en torno a una

chimenea, creando un pequefio atrio circular”
Revista Plot 46, p.103, Dic-Ene 2019, ISSN 1853-1997, Piedra, Papel & Tijera Editorial.

Se trata de dos circunferencias concéntricas

que definen un trapecio circular. De esta

manera, la corona circular se perfora para

generar el acceso al espacio central. Se sa-

be que:

* Las ecuaciones de las circunferencias
son:

Circunferencia mayor: x* + y* -144 = 0

Circunferencia menor: x* + y* - 64 = 0

» El angulo AOC mide 30°

Se pide:

* Graficar ambas circunferencias en un
Sistema Coordenado Cartesiano.

e Calcular el area del trapecio circular
ABCD (area sombreada).

» Calcular el porcentaje que representa la superficie de dicho trapecio en rela-
cion a la corona circular a partir de la cual se genera.
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EJERCICIO N°1:
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Con los datos que aparecen en la tabla, se pide hallar la Ecuacion de la Cuadrica

con Centro correspondiente-Graficar a escala.-

Centro Radio Ecuacion de la Cuadrica
a) (0;0;0) 5
b) (0;0;0) V36
C) (2:4;1) 2,5
d) (-2:3;-6) 4

EJERCICIO N°2:

Para cada uno de los siguientes gréficos, se pide hallar la Ecuacion de la Cuadrica

con Centro correspondiente.-

Z
“--‘ el
,t'.‘ : i
& [
- : S
‘,' 1 < 4;\:'
: e . =t + ..... ?1«_: i
— - 1 o S
i L At
GRAFICO a) £3- T ol R "
S -0, . 3
% IRt 4’6I Trhee 5 OF
- - 1 e S
" ':. : _2’., . 1 9 ;;‘_" i
‘l’ o .31 .,.'.. - I “-‘ ‘‘‘‘‘‘‘ et 35 4
4 . 'Ir. ....... : 5 - X
_5 . N : :_- 7
* 3 -2 =
3 | 7
o )
. . ‘_3; ’ 4 ot
Ecuacion de la
Cuadrica
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GRAFICO b)

Ecuacion de la
Cuadrica

GRAFICO ¢)

Ecuacién de la
Cuadrica
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GRAFICO d)

Ecuacion de la
Cuadrica

EJERCICIO N°3:

Para cada uno de las siguientes Ecuaciones de la Superficie Esférica, se pide comple-

tar la tabla siguiente y hacer el Gréfico correspondiente.-

Interseccion
con Ejes

Traza
XY

Traza
Xz

Traza
YZ

x?+y%+2z2=25

x% 4+ y? + 2% =32

(x=3)Y+@+1D*+(=z-2)?%=4

EJERCICIO N°4:

El 4rea de una superficie esférica es igual a 5026,548246 m”. Si se incrementa su
radio un 25 %, ¢en qué porcentaje se incrementa su area?

esfera = 4 1 r?
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A continuacién, se presentan las ecuaciones de cuatro superficies esféricas y las
ternas ordenadas de cuatro puntos en el espacio. Determinar qué punto pertenece
a cada superficie esférica, demostrandolo analiticamente. Unir con flechas.

X +y*+z°=14 (-1;1; 1)
(x-1)°+y*+(z+1)° =1 (2;2:2)
(x+2)°+(y-4)Y°+(@z-1)7°=21 (2;-3:1)
X +y*+z2°=3 (1;1;-1)

EJERCICIO N°6:

FARMER'S COTTAGE DE-
LUXE SUMMER HOUSE son
casas de jardin disefiadas y
comercializadas por el grupo
britAnico de proyectos de
Ornate Garden, compuesto
por profesionales experimen-
tados, encargados de la eje-
cucion, gestion, proyectos de
disefio y fabricacion de estos
modelos..

Las estructuras de hierro
fundido, vidrio y policarbona-
tos tiene forma de superficies
esféricas y la Ecuacién ma-
tematica que las representa
es:

x2+y? +2z2=1707

Se pide hallar el valor del
Perimetro (en m) de cual-
quiera de sus trazas , sa-
biendo que la medida del
radio esta dada en cm.-

https://www.ornategarden.com/accessories/3-the-deluxe-

summerhouse/
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EJERCICIO N°7:

Este pabellon esférico = https://www.plataformaarquitectura.cl/cl/758384/clasicos-de-arquitectura-
futurista (COhOCidO biosfera-de-montreal-buckminster-fuller

como la BIOSFERA
DE MONTREAL) de
76 m de diametro y
41,5 m de altura al-
canz6 fama mundial.
Fue realizado para la
Exposicion Universal
Montreal 1967 por el
arquitecto Buckmins-
ter Fuller. Esta reali-
zado con una estruc-
tura ligera 'y una
membrana transpa-
rente.

Con los datos del grafico, se pide:
» Clasificacion y Ecuaciéon de la Cuadrica .(Nota: el centro de simetria de la
figura coincide con el origen del sistema de coordenadas en el espacio)
« Areade latraza ubicada a una distancia “h” del origen del sistema de co-
ordenadas.
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El arquitecto Richard
Buckminster Fuller se
esforzé por mejorar el
disefio del “domo ge-
odésico” 'y completd
tres prototipos. El més
grande de los tres (apo-
dado el DOMO DEL
0JO DE MOSCA por la
forma de sus orificios
gigantescos), se expuso
durante el Bicentenario
de Los Angeles de 1981
y tiene 15 metros de
diametro. Se pide:

. Clasificacion vy
Ecuacion de la cuadri-

ca.(Nota: el centro de si-
metria de la figura coincide
con el origen del sistema de
coordenadas en el espacio)

. Calcular el
Perimetro de la inter-
seccion ubicada a nivel
del piso exterior. La
distancia entre el centro
del domo vy el plano de
piso es de 1,70 m.

https://www.ornategarden.com/accessories/3-the-deluxe-summerhouse

didm:15 metros
N\
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El MUSEO DE
LAS CIENCIAS
CIUDAD DE NA-
GOYA, en Japon,
se puede recono-
cer facilmente por
su enorme superfi-
cie esférica pla-
teada, encajada
entre dos edificios,
y que parece estar
flotando en el aire.
La superficie esfé-
rica de 35 m de
diametro, es la
sede del planetario
méas grande del
mundo y se en-
cuentra a 10 m del
nivel de piso de la
calle.

http://ruta-33.blogspot.com/2016/04/el-planetario-del-museo-de-ciencia-de-la-

ciudad-de-nagoya--japon.html

Se pide hallar:

e La Ecuacion de la Cuadrica que representa a dicha superficie.-

e El area de la interseccion paralela al plano XY  a z=40 m de altura (desde
nivel de calle).-

Nota: Considerar que el origen de SCC se encuentra en el centro de simetria de la
Superficie Esférica.-
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SOLUCION ES> CIRCUNFERENCIA Y SUPERFICIE ESFERICA

CIRCUNFERENCIA:
EJERCICIO N°1:
I \4
8
(x-32+(y-52=625
7
6
5
a)
4
3
2
1
"
I\
3 I5
(x-6)2+y2=9
2
1
b) 0 1 2
1
2
3
E %
&
14
c)
(x-4)% + (y+2)?=55,25

EJERCICIO N°2:

o (cra)+{y+3)=9
e (x-2,5)+(y+3)?=25
* (x+3)**+(y+2)>=36

o (xr)(y-3)7=16
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EJERCICIO N°3:
X*+y* —4x+6y+12=0 I (0;-4)
X*+y* =21 > (-1:vV20)
X*+y*+8y=0 (2,464101615 ; 8)
(x+1)°+ (y—10)° =16 ™S (1:-3)
EJERCICIO N°4:
Ecuacion ordinaria “‘h” | “k” | “r" Perimetro Superficie
(x+12)%+(y—20)*=18% | -12 | 20 | 18 |113,0973355m | 1017,87602 m?
(x-2)%+(y+6)2=122 2 | -6 | 12 |75,39822369 m | 452,3893421 m?
x?+y*=6,5° 0 0 | 6,5 | 40,8407045m | 132,7322896 m”
x%+(y-15)°=121 0 | 15 | 11 |69,11503838 m | 380,1327111 m?
(x-35)2+(y+2)?%=1 35 | -2 | 1 |6,283185307 m | 3,141592654 m”
EJERCICIO N°5:
Ay
80
X +y2=476
=80
Pagina
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EJERCICIO N°6:
'\

Perimetro ¢ = 301.59

C=(0,0) é.
r=48

Area de c = 7238.23

EJERCICIO N°7:

RESOLUCION:

Circunferencia Exterior:

X2+y?=42 25 : r=\/42.25 ; r=6,5m

AREA EXTERIOR= 1. r? ; AREA EXT.=1 .6,5%=132,732 m?
Circunferencia Interior:

X2+y?=16 ; r=v16 ; r=4,0m

AREA INTERIOR= 1. r* ; AREA EXT.=1 .4,0=50,265 m?
AREA ENCERRADA= AREA EXTERIOR - AREA INTERIOR

Rta. : AREA ENCERRADA=82,467m?

EJERCICIO N°8:

VOLUMEN ENCERRADO= 122,41655 m?

EJERCICIO N°9:

Universidad
Nacional
de Cdrdoba

* AB=7,838367177m




EJERCICIO N°10:

AY

MATEMATICA 11N ’EI

UNC

S = 230,3834613 m*
91,66...%

SUPERFICIE ESFERICA:

EJERCICIO N°1:

GRAFICO

Ecuaciéon de la Cuadrica

X2+y?+72=52

b)

X+ y? £92=36
e

I

.,

T
B8
,O
o,

x2+y?*+7%=36
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(- 2Py

47 +(z-17=6.25

(X-2)2+(y-4)*+(z-1)*=2,52

d)

(x+2)*+(y-3)*+(z+6)*=16

EJERCICIO N°2:

Universidad
Nacional
de Cdrdoba

GRAFICO a)

Ecuacién de la
Cuéadrica

GRAFICO b) 53z

S 4,

B

SRl
B=(0,30)  ©c=(330

»i\= (3,0,0) >

Ecuacion de la
Cuéadrica

(x-3)2+(y-3)*+2%=32
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GRAFICO ¢) 4
3
Ecuacion de la
Cuédrica (x-4)*+y?+z7=22
3
GRAFICO d)
: X
-3.0; & 4
P Wl{'A = (5.5, -3, 0)
3
Coiton e e L5
EJERCICIO N°3:
Completar Tabla
Interseccidon Traza Traza Traza
con Ejes XY Xz YZ
a(5;0;0) a'(-5;0;0)
x2 4+ y2 + 72 = 25 b(0;5;0) b'(0;-5;0) | x*+y’=25 | x’+z°=25 | y’+z°=25
¢(0;0;5) c'(0;0;-5)
a(3;0;0) a'(-3;0;0)
x%+y* +2z% =37 b(03,0) B(0;-3:0) | X*+y*=9 | x42'=9 | yHz’=9
¢(0;0;3) c'(0;0;-3)
(x=3)2+@+1)?+(=z-2)?2=4
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EJERCICIO N°4:
56,25%
EJERCICIO N°5:
X +y*+z7°=14 (-1;1;1)

(x-1)2+y +(z+1)? =1 )<>//v(2;2;2)
/

(x+2)°+(y-4) +(z-1)"=21

™ (2,-3;1)

X +y*+z2°=3 > (1;1;-1)

EJERCICIO N°6:

RESOLUCION:

X2+Y?%=1702
r=170cm

Perimetro= 2 m r=2.11.170 Perimetro=1068,14 cm= 10,6814 m

EJERCICIO N°7:

+ NO REGLADA-CUADRICA CON CENTRO-SUP. ESFERICA
X*+y*+2°=38°

«  x*+y’=37,84% (fraza); AREA= 4498m?
EJERCICIO N°8:

«  NO REGLADA-CUADRICA CON CENTRO- SUP. ESFERICA
X+y*+72=7 5
«  Xx*+y?’=7,3? (interseccion para h=1,7)

PERIM=45,897m
EJERCICIO N°9:

o XZHyZ+72=17,5?

e x?+y?=150; r2=150 ; AREA=11.150 ; AREA=471,24 m?

Pagina

69




UNC | universidad
Nacional
de Cordoba

MATEMATICA 11A ’EI

ELIPSE - ELIPSOIDE > Por
DEL PLANO (2D) AL ESPACIO (3D) CLARISA LANZILLOTTO

LA ELIPSE:

Geomeétricamente es una seccion cénica cerrada como ya
estudiamos en el capitulo anterior.

A la luz de la Geometria Analitica, la elipse es el lugar ge-
ométrico de los puntos del plano tales que la suma de las
distancias a dos puntos fijos lla mados focos (F y F') es

una constante positiva e igual a la distancia entre los
vértices (Vy V') , es decir, igual a la medida del eje mayor.

g_(x,:v)

P-punto perteneciente
ala elipse

F,F —focos

V, V' -Vértices

FP + F'P= 2a = eje mayor

ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE LA ELIPSE:

o: centro de la elipse

2a: diametro mayor o eje mayor
2b: diametro menor o eje menor
2c¢: distancia focal o eje focal
V,V',B, B : Vertices

F; F": Focos de la elipse

a: semieje mayor
b : semieje menor
c : semieje focal

MN: cuerda

Sobre el «eje mayor» se ubican los focos. El punto P puede estar ubicado en
cualquier lugar del perimetro de la elipse.

B LADO RECTO DE LA ELIPSE y EXCENTRICIDAD
Se denomina latus rectum (lado recto) de la elipse a la cuerda perpendicular al eje
mayor por uno de los focos.

Su longitud es : 2
2b“/a
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Ademas, en toda elipse se
+ verifica que:

a’=b*’+c’=>c=+a’-b?

Lado recto

Es decir, que conociendo dos
semiejes, podemos encontrar
el tercer semieje y construir la
elipse.

Xy

En cuanto a la excentricidad,
a la excentricidad (e) de una
elipse es la_razén entre su
semidistancia focal (c) y su semieje mayor (a) . Por tanto, su valor se encuentra entre
Oyl

o=C C<a=0=<e<l

d A medida que los focos se acercan al centro de una elipse , la excentricidad
se aproxima a 0, las elipses son mas redondas. Si los focos se acercan a los Vértices
principales, la excentricidad se aproxima a 1, las elipses son mas aplastadas.

En el estudio de las formas de la ecuacion, consideraremos elipses posicionadas en el
plano cartesiano centradas o con centro desplazado del origen. Observamos cémo se
ubican los semiejes a y b segun se trate de elipses de eje horizontal o vertical.

+ ECUACIONDELA ELIPSE EN COORDENADAS CARTESIANAS CON CENTRO EN
EL ORIGEN DEL SISTEMA

ELIPSE DE EJE HORIZONTAL ELIPSE DE EJE VERTICAL
F 3
y y

F
0/(0;0) X"
Fe

et ECUACION x* y?

2 2 =1 = CANONICA — —+—==1
a dondea>0yb>0.ayb b a

sonlos semiejes de la elipse
El centro de la elipse coincide
con el origendel sistema de
coordenadas
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» ECUACIONDE LA ELIPSE EN COORDENADAS CARTESIANAS CON CENTRO NO
COINCIDENTE CON EL ORIGEN DEL SISTEMA

ELIPSE DE EJE HORIZONTAL ELIPSE DE EJE VERTICAL

v

0 (0;0) X (0;0) X
C=h =B | CENeRar @=h =R
a’ b dondea>0yb>0.ay b a’
b son los semiejes de
la elipse.

El centro de la elipse
NO coincide con el
origen del sistema de
coordenadas

Recordamos que las ecuaciones nos permiten conocer la posicion de puntos de la
conica segun sus coordenadas.

De las elipses podremos calcular el area que encierra y el perimetro aproximado,
cuyas expresiones estan disponibles en las Férmulas de Aplicacion preparadas por la
Catedra.

Para ampliar conocimientors referidos a Elipse como a cualquier seccion conica. en-

contrards material en el avla Moodle de la Catedra

EL ELIPSOIDE: e
Esta superficie curva cerrada estd engendrada por una d
elipse que es generatriz del elipsoide.
—
Puede obtenerse al «deformar» una superficie esférica,
mediante una transformacién homoldégica, en la direccion [
de sus tres diametros ortogonales. O a la inversa puede
considerarse a la superficie esférica como un caso particu- |
lar de elipsoide. '
Elipsoide

Pagina

72



UNC | universidad
Nacional
de Cérdoba

MATEMATICA 11A ’EI

Pertenece a la familia de superficies No Regladas o Curvas y al grupo de las Cuadri-
cas con Centro.

A la luz de la Geometria Analitica, un elipsoide es la su- 2 > 2
perficie que en un sistema cartesiano de coordenadas se X + Y Z —1
determina por la siguiente ecuacion: a: b* c

Observamos que todos los términos de la ecuaciéon son positivos.
a, b y c son los semiejes del elipsoide.

Los seis puntos de interseccion del
elipsoide y los ejes coordenados son
los vértices.

La superficie es simétrica con respec-
to a todos los planos coordenados, a
los ejes coordenados y al origen.

TRAZAS DEL ELIPSOIDE:

Las secciones del elipsoide por planos paralelos a los planos coordenados XY , XZ e
YX 'y por dichos planos, son elipses . En el caso particular que alguno de los parame-
tros a, b o ¢ se repita, las secciones elipticas se convierten en circunferencias y pue-
de considerarse el elipsoide como engendrado por la rotacion de la elipse alrededor de
uno de los ejes. En este Ultimo caso el elipsoide se llama entonces de revolucién .

Al igual que con la superficie esférica, estudiaremos las trazas del elipsoide para
a# b #c, por ejemplo el elipsoide de ecuacion:

xZ yZ ZZ
PRPVRE ik
Conica EN
Q) o X—1(0,0,0)+ (6 cos(t), 4 sin(t),0)
O X —(0,00) (0 4coslt) -3 s.:-.s\-_}
Elipsoide
O eqlixd /3=y /16+22/9-1 :
Plano
'C) eql: x=10 E
'C::' fry=10 E
4 »
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Traza plano XY: ELIPSE de ecuacion:

x= .y

2te=1
Traza plano XZ: ELIPSE de ecuacion:

x* z?

2tz
Traza plano YZ: ELIPSE de ecuacion:

2 2
y VA
2typ=1

Si dos parametros son iguales, el elipsoide es de REVOLUCION, por ejemplo:

x2 yz 72
ezt~
Y la traza en XY es una circunferencia de radio r=6 cuya ecuacion es:

xZ yZ
e e !
Cénica =N
QO X =1(0,00)+ (b cos(t), asin(t;,E;J
O X = (0,00)=(0,6cos(t), -3 s.:-.s\-_}
@ e X—1(0,00)+(-6cos(t), 0,-3
Elipsoide

Q  eqli /3y /32 /01"

Plano

3

Las imagenes responden a los ejemplos y estan construidas con Geogebra. En la vista
algebraica ( a la izquierda) pueden leerse las ecuaciones. Consideraremos en general
elipsoides centrados en el origen del sistema coordenado espacial.
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ELIPSOIDE GERARDO GNAVI

APLICACIONES > ELIPSE'Y > por PATRICIA CRIVELLO y

EJERCICIO N° 1:

a) La siguiente tabla cuenta con algunos datos referidos a Elipses y segun
éstos, se deben completar los restantes, que son incégnitas a resolver.

a b c Centro Focos Ecuacién Dis- LR
tancia
Focal
A eje horizontal
5 3 (0;0
2 2
+2)® | yT
36 56,25
A eje vertical
8 (0; -5) 12,8
A eje horizontal
8 (3;-5) 12,5
F (-3,5;0)
35 (-3,5;-4,5) F'(-3,5;-9)
2 2
(x-5)° , 6-2)% |
6 F'(-2,5;-1)
F(5;4)
7,14 (-2; 4) F(-9;4)

EJERCICIO N° 2:

a) Graficar las elipses 1, 3 y 5 del ejercicio 1, indicando en cada caso coorde-
nadas de los vértices. Calcular la excentricidad para todas las elipses.
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EJERCICIO N°3:

Dado el siguiente gréafico a escala, determinar:

a) Ecuacion de la elipse.

b) Perimetro de la elipse y area encerrada por la misma (la unidad es el me-
tro).

c) Lado Recto.

d) Excentricidad.

e) Coordenadas de los Vértices y del Centro.

EJERCICIO N°4:

Dadas las Coordenadas de los Focos, F (4; -7) y F' (4; 3) y del punto M (-0,89; -1,55)
que pertenece a una elipse, determinar:

a) Ecuacion de la Elipse.
b) El gréfico correspondiente, indicando todos sus elementos.
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EJERCICIO N°5:

Fotografia: imagen propia

La fuente eliptica situada frente al patio Olmos se ubica con respecto a un sistema de
ejes con origen en una de las esquinas del lugar y eje focal paralelo al eje de las abs-
cisas. Los focos F1 y F2 estan separados por una distancia de 4m y de ellos brota
agua. Siendo las coordenadas esféricas del punto A (situado justo por encima de F1)
A = (13,747, 26,558°; 12,605°) y siendo el eje mayor de la fuente de 8 m, encontrar la
ecuacion de la elipse con respecto a los ejes cartesianos x e y, ubicados a nivel de la
calle (altura z = 0).

i 5 %
1 — RS
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EJERCICIO N°6:

El &rea de la plaza eliptica de la figura - que esta centrada en el origen de un SCC - es
de 12100 m?, su eje mayor es igual a 180m y es coincidente con el eje de ordenadas.
Determinar:

a) Ecuacion de la elipse.

b) Longitud de un escenario MN que se colocara en el punto medio entre el cen-
tro de la elipse y el Foco F.

c) Excentricidad.

d) El gréfico correspondiente indicando coordenadas de focos y vértices.

Plaza Seul, Corea del Sur. Imagen extraida de Wikipedia

®r

EJERCICIO N° 7:

2 2

+ y =1
1225 2862,25
Si la superficie encerrada por la elipse mayor = 10759,95484 m? y su eje mayor = 137
m.
Se pide:
a) Determinar la ecuacion de la
elipse mayor.
b)Porcentaje del area que
encierra la elipse menor respecto
al area encerrada por la elipse
mayor.
c)Determinar la(s) ordenada(s)de
los puntos P y Q de abscisa =15
que pertenecen a la elipse
mayor.
d)Graficar ambas elipses,
indicando coordenadas de los
vértices y de los focos.

La ecuacion de la elipse menor de la figura es:

Anfiteatro de
Pompeya. Italia. Imagen extraida de Wikipedia.
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EJERCICIO N°8:
La foto corresponde a la Plaza Eliptica de Bilbao, Espafia. Sus focos estan ubicados
en: F(46,5; -15), F' (-36,5; -15) y su excentricidad es e = 0,66935. Determinar:

a) Ecuacion de la elipse.

b) Ecuacion General de la fuente
central que responde a una circun-
ferencia, cuyo radio es = 5m.

c) Su gréfico, indicando las coor-
denadas de los Veértices.

Plaza Moyua. Bilbao, Espafia. Imagen extraida de la Web.

EJERCICIO N°9:

En el siguiente gréfico, F y F’ son los focos y C es un punto de una elipse. Con esta
informacion determinar:

a) Ecuacion de la elipse.

b) Coordenadas de los vértices.

c) Perimetro del triangulo ABC en metros.
d) Area del triangulo ABC en m?.

C=(-2 3)
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EJERCICIO N° 10:
Responder las preguntas del ejercicio anterior en la siguiente situacion:
F'(0;5)
C(3; 1)
1 - 3 4
F(0; 0)
EJERCICIO N°11:
En el siguiente grafico, la elipse encierra v
un area= 1178,0972m? es tangente al
eje de las ordenadas y ademas tiene su MN=|PQ= 27,26 m
centro en O(15;7,5). Se pide: A
a) Ecuacion de la elipse.
b) Mddulo del rectdngulo MNQP. N q
c) Porcentaje que ocupa el area del
rectangulo respecto al area en- o 5 .
cerrada por la elipse.
d) Coordenadas de los vértices y \ /
focos de la elipse. Coordenadas o
de los vértices del rectangulo. P
e) Graficar.
-
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EJERCICIO N° 12:

a) Completar la siguiente tabla, teniendo en cuenta que los datos corresponden a

elipsoides.
N|la|b|c| Cen- Intersec- Ecuacion Trazas
tro cién con
ejes
1(5|3|1] (0;0,0
2 + 2 o) 2 2
x+2)"  y-3" 2" 4
25 25 16
a(7;0;0)
3 (0;0;0) | a'(-7;0;0)
b(0;2;0)
b'(0;-2;0)
c(0;0;9)
c’(0;0;-9)
XY: circunfe-
4 rencia de
(0;0;0) radio= 8
XZ: elipse:
Eje menor b=
4
YZ: elipse
5
6 a(8;0;0) X2 y? 72 YZ: elipse.
a'(-8;0;0) —+t o+ —=1
a® 121 ¢ Semi eje
Menor=7

EJERCICIO N° 13:

Graficar los elipsoides del ejercicio anterior, indicando las intersecciones con los ejes
coordenados en los casos que el centro del elipsoide coincida con el origen de S.C.C.
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EJERCICIO N° 14:

El elipsoide de la figura revoluciona con respecto al eje “z” siendo sus vértices los pun-
tos (0; 0; 3) y (0; 0; -3). La traza del elipsoide en el plano YZ es una elipse que encierra
un area de 18,849 m?. Con estos datos se pide:

a) Determinar la ecuacién del elipsoide.
b) Calcular las coordenadas de un punto perteneciente al elipsoide, por encima del
plano XY, tal que su proyeccion sobre dicho plano es el punto (1,5 ; 1; 0).

EJERCICIO N°15:

2 2 2

Dado el elipsoide de ecuacion AN S 1, responder Vo F:
25 49 10
a) Los puntos (0; 0; 7) y (0; 0; -7) son algunos de sus vértices.........

b) No es de revolucion.........
c) El punto (0; 0; 10) pertenece al elipsoide......
d) El punto (5; -7; 0) pertenece al elipsoide......

e) La traza en el plano YZ es una elipse que tiene un foco en el punto
(0; 6,24; 0)......
f) El punto (2; -3; 2,5618) pertenece al elipsoide......
0) La traza en el plano XY es una elipse que tiene un foco en el punto
(4,8989; 0; 0)......
Pagina

82



UNC | universidad
Nacional
de Cérdoba

MATEMATICA 11A ’EI

EJERCICIO N°16:

El Sunrise Kempisky Hotel (Beijing, 2015) puede verse como un elipsoide tal que si

suponemos el origen del SCC en el centro geométrico de la cuédrica, la ecuacion que
2 2 2

+ 4
2025 256 2025
el plano de ecuacion z = -40. Con esta informacion, se desea calcular el area en m* de
dicha planta baja.

describe a la figura es: =1. La planta baja interseca en el piso con

Foto extraida https://www.detectahotel.com/Hotel/Sunrise_Kempinski_Hotel_Beijing.htm

EJERCICIO RESUELTO:

Una elipse de excentricidad e = 0,75 tiene su centro en el punto C (-5; 3). Sabiendo
gue la elipse esta ubicada a eje horizontal y que uno de sus vértices es el punto
V (-1; 3), se desea saber la ecuacion de la elipse sefialando coordenadas de los
focos 'y de los vértices. Mostrar graficamente.

SOLUCION:

En primer lugar hacemos un grafico esquematico con la informacién disponible, a fin
de aproximarnos al problema:

Resulta evidente que a = |-5-(-1)| 0 sea que a = 4. Eso permite ubicar otro vértice V" en
(-9; 3) con lo que tenemos mas conocimiento del problema:
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-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Ahora utilizamos los datos de excentricidad y el valor de “a” para calcular “c”:

e =0,75=c/4 de modo que ¢ =0,75 x4 = 3. Entonces los focos estan a 3 unidades
del centro “C”, es decir sus coordenadas son F (-2; 3) y F' (-8; 3).

Por dltimo, calculamos el valor del semieje “b” a partir de la férmula a? = b? + ¢ con lo
que

b=+a2-c? =42 =32 = /7 = 2645

Por lo tanto los otros vértices son B (-5; 5,645) y B” (-5; 0,355)

(x-h)? _ (y=K)’

La ecuacion solicitada es de la forma : oz =1 con
a
a=4; a’=16
b=2,645; b*=7
h=-5 k=3
6
5
(X+52/16+ (y-3)2/7=1 Respuesta:

2 2
(x+5? , (y=3? _,
3 16 7
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ELIPSE Y ELIPSOIDE > AUTOEVALUACION

Responder Verdadero (V) o Falso (F) y explicar en los casos “F’ cambiando el enun-
ciado para que sea “V”

a) Los elipsoides son superficies en el plano................cooveviiiiiiiiiiicieenns
b) La elipse es una Curva Cerrada...........cuureieeeeiniiiiiieieee e
c) La ecuacion candnica de la elipse a eje horizontal es:
2 2
X° .y ,
— +t-> =1lsiempre que seaa<h ...
a
d) Un punto P (X; y) pertenece a la elipse solamente Si X = Y...cocoviiiiiiiiiiiiiie e iinnns

e) En una elipse de excentricidad e = 0,5 el eje mayor mide el doble del eje fo-

f) Los lados rectos de la elipse son rectas que pasan por los focos ................cccceee
g) Sila excentricidad de la elipse tiene un valor muy préximo a 1, la forma de la elipse
Se aproxima a una CirCUNfEreNCIa ..........coiuiiiie i e e e e e
h) Si el centro de la elipse a eje vertical se ubica en (-5; 6), siendo a= 5 y b=3,la ecua-
(x+5) L (v-8)* _,

5
i) Para verificar si un punto P (X; y) pertenece a la elipse, reemplazo sus coordenadas
en la ecuacion de 1a MISM@ ... e e
j) La posicion de los focos de una elipse es independiente de las medidas de sus

cion de la misma es:

k) Para que un punto pertenezca a la elipse debe cumplir que la suma de las distan-
cias del punto a los focos sea igual al eje Menor ... i,

[) Los focos se ubican sobre el eje mayor de laelipse..........ccccoviiiii i i,
2 2

m) La elipse de ecuacion: )1(— +y? =1corta a los ejes coordenados en: (4; 0), (-4; 0),

(0;3) W (05 3) et et e et e e e e e s
n) Los focos de la elipse del ejercicio anterior, se ubican en: F (0; 2,65), F’ (0; -2,65)...

0) Los elipsoides son superficies regladas..........cccov i iii i,
2 2 2

p) El elipsoide de ecuacion: X pY 42 oy
9 16 9

o Tiene sucentro €N C (0;0;0) . ...t e e e
« Corta alos ejes en: (9;0;0), (-9;0;0), (0;16;0), (0;-16;0), (0;0;9), (0;0;-9)...............
e Revoluciona alrededor del €J8 ¥ ......vvuiriie it
o Las trazas SON t0das EliPSES. ... cu e ittt e
(x-3)° , (y+5)° , (2-2° _,

52 62 42
e Tiene sU CENTO €N C (=3 5 =) ittt it et e e e e e e e
e Esun elipsoide de ReVOIUCION ...t e e e e
* Cortaaleje Xen:(4,18;0; 0), (1,82; 0; 0) ... eeiiniieiie e e e e e
e CortaalejeY en: (0;-1,25;0), (0; -8,75; 0)..eeueinieiie it e e e
e CortaalejeZen: (0;0;4), (0; 0; -4) ...t e e e

» El area encerrada por la traza XY es: 94,248 M2

q) El elipsoide de ecuacion
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SOLUCIONES> ELIPSE Y ELIPSOIDE >
Ej. N°1:
a b c Centro Focos Ecuacion Distancia | LR
Focal
F(4;0) x2 y2
5 3 4 (0;0) F (-4 ;0) E+?:l 8 3,6
F(2;45) (x+2?  y?
-2 (-2 - + =
7,5 6 45 | (-2;0) F' (-2 ; -4,5) 36 5625 9 9,6
PO x? , (y+5)°
10 - (0 - 4 =1
8 6 (0;-5) F (0;-11) o4 100 12 12,8
P29 | (x-3)"  (y+5)°
8 5 6,25 | (3;-5) F’ (-3,25 ; -5) 64 + 75 =1 12,5 6,25
F(-3,5;0) + 2 + 2
570 |35 |45 |(-35;-45) F'(-3,5;-9) (X 3’5) +(y 4.5) =19 4,30
12,25 32,50
F(10,74 ; 2) (x-5)% (y-2)?
7 4 574 | (5;2) F(-0,74; 2) -2 + 22 =1 11,48 4,57
F(4,5;-1) ¥ -1)2 +1)2
6 487 135 |(1;-1) F(-2,5;-1) (36) +(é3 7; =1 7 7,92
F(5;4) « +2)2 - 2)2
10 714 | 7 (-2;4) F(-9;4) (100) +(3é0 9?3 =1 14 10,2
Ej. N2 : Resolucion Gréafica.
Excentricidad
1 2 3 4 5 6 7 8
0,8 0,6 0,6 0,78 0,79 0,82 0,58 0,70
3) V (0;5)
" v F(0;1)
. -10 -5 0 5 10 X
B (0:3)
B85 *Tcos) B (8:-5)
F(4,0)\ v (5.0)
2 : 6 X -10
> F'(0;-11)
. B' (0;-3) V' (0;-15)
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] Y
10 -8 - -4 -2 0 2
F(-3,5; 0)
C(-3,5;-45)
B'(-7; -4,5) B(0;-4,5)

V' (-3,5; -10,2)

Ej. N3 : a) -2f -2
52 16
b) P=36,6369m  Area = 90,6173 m?

¢) Lado Recto =4,438m
d) e= 0,832

Universidad
Nacional
de Cérdoba

e) Coord. Vértices V (9,21; 2), V'(-5,21;2), B (2; 6), B’ (2; -2). Centro C (2; 2)

- 2 2
Ej. N°4: a) (c-4) LTy
24 49

b) Resolucion Grafica.
8
Y
A(45)

F(4:3)
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Ej. N°5: Ecuacion:

2 2
(x-10)° , (y-6)> _,
16 12

2 2
LY

Ej. N°
: 902

6 :a)

427952

b) MN= 76,866m
c) e =0,8797

d) Resolucion Grafica

_ x2 yz
Ej. N°7:a) ——+ =1
: ) 502 6857

b) 54,672%

UNC

V(-42,79; 0)

Y
V(0; 90)

Universidad
Nacional
de Cordoba

N

\vmz,n: 0)

c) P(15; 65,3448), P’ (15; -65,3448)

d) Resolucion Gréfica.

ELIPSE EXTERIOR ELIPSE INTERIOR
Vv (0;68,5) Y (0;,53,5)
v (0;-68,5) V (0;-53,5)
B (50;0) B (35;0)
B’ (-50;0) B’ (-35;0)
F (0;46,82) F (0;40,46)
F (0;-46,82) F (0;-40,46)

B'(-50;0)

P(15; 65,34)

B(50;0)

V' (0; -68,
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_ 2
Ej. N°8: a) (x-5)

b) x* + y* — 10x + 30y +225=0

¢) Resolucién Gréfica

A
matematica 1ia Q)& ]~
, 0 +15)°
3844 21217078

60 Y

401 B (5; 31,06)

20

V' (-57,; -1{ ’\ \V (67;-15)

F (-36,5-15) 2

40

Jc(s; 15) F (46,5; -15

-80

(x+17 , =2F _,
5235¢ 12361

Ej. N°9:a)

B (5; -61,06)

b) V (1,2882; 2), V' (-3,2882; 2), B (-1; 3,1118), B’ (-1; 0,8882)

¢) P=8,5765 m
d) Area= 2 m?

2 _ 2
Ej.N°10:a) X 40 =29° 4
10,4057 16,6554

b) V(0; 6,5811), V' (0; -1,5811), B(3,2258; 2,5), B’ (-3,2258; 2,5)

c) P= 13,1623’m
d) Area= 7,5 m?

152 _ 2
g N11:a) X190, 07797
225 625

b)M=1,31608
c) 83,01447 %

d) A (15; 32,5), A'(15; -17,5), B (30;

e) Resolucion Gréfica.

7,5), B’ (0; 7,5)

Universidad
Nacional
de Cérdoba

| M(1,37;2543) | N(28,63;25,43)

| Q(28,63;-10,43) |

P(1,37; -10,43)
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Ej. N212:
b Centro | Interseccion con Ecuacion Trazas
ejes
x2 y? .
a (5;0;0) a'(-5;0;0) 59 T 1Elipse
1 3 (0; 0; 0) x2 y2 2 X !
b(0;3;0)b’(0;-3;0 —+—+—=1 X z .
(0;3;0)b’(0;-3;0) o5 9 1 E+T=1Ellpse
¢(0;0;1) c'(0;0;-1) y2 22
-—+— =1Elipse
9 1
(x+2)*  (y-3)*
a (2;0;0) + =1
2 5 (-2:3:0) | a(-6:0:0) x+2)? (y-37° 27 25 25
b (0;7,58:0) + +=1 | (x+2)? N 2> _
b'(0-1,58;0) 25 25 16 16 1024
¢ (0;0;2,77)
¢'(0;0;-2,77) 2 2
y-3", 2% 4
21 13,44
x2 y? .
a(7;0;0) a'(-7;0;0) R 1Elipse
3 2 (0; 0; 0) x2 y? 22 X )
b(0:2;0) b(0;-2;0) 2w s % +% - 1Elipse
¢(0;0;9)c’(0;0;-9) y2 72
=<—+-—— =1Elipse
4 81
XY: circunferencia de ra-
a(8;0;0) a'(-8;0;0) dio=8
4 8 (0; 0; 0) x2 y? 22
.q- "O-_Q- 2 42 42 =1 . ali . _
b(0;8;0) b’(0;-8;0) 64 64 16 XZ._ellpse. Semi eje me
nor=4
c(0;0;4) c'(0;0;-4)
YZ: elipse
5
] " ©:0:0) a(8;0;0) a’(-8;0;0) x2 . y2 22 _ YZ: elipse.
I ] _2 Py _2_
b(0;11;0) a® 121 ¢ Semi eje menor=7
b’ (0;-11;0) x? y? Zz?
o wteatr =l
o(0;0;7) €'(0:0;-7) g 1 7
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Ej. N°13: Resolucion Gréfica.

2

Ej. N°L4: a)XT+y7+i=1

b)(1,5; 1; 1,3)

EJ.N15: a)F;b)V;c)F,d)F,e)V;H)V;9) F
Ej. N°16: Area =474,7295 m?

Pagina

91



UNC | universidad
Nacional
de Cordoba

MATEMATICA 11A ’EI

HIPERBOLA - HIPERBOLOIDE > Por
DEL PLANO (2D) AL ESPACIO (3D) CLARISA LANZILLOTTO
LA HIPERBOLA:

Geométricamente es una seccion conica abierta como ya estudiamos
en el capitulo anterior.

A la luz de la Geometria Analitica, la hipérbola es el lugar geométrico
de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos
fijos llamados focos es con stante.

GRAFICA 1

ASINTOTA . =
asiNTOTA | ELEMENTOS DE LA HIPERBOLA

- Los puntos F y F’ son los focos de la hipéerbola.

- La distancia entre los puntos llamados focos se
llama distancia focal.

- La recta determinada por los focos se llama eje
focal.

+ El punto medio O entre los focos se llama centro
de la hipérbola.

+ Los puntos de interseccion de la hipérbola con el
eje focal se llaman vértices (Vy V’).

- La distancia del vértice al centro se conoce como

JE iia!!.
ra | . El segmento VV' se llama eje principal o eje
- transverso o eje real de la hipérbola, donde
- * VV' =2a
' " - La semidistancia focal OF= OF’ se conoce
. 3 como “¢”.
= e . Eje no transverso o imaginario: es el definido
Ejeimaginario=2b por el segmento WW'= 2 b (ver grafica 2).
PE PF— 22 . Eje normal: recta que pasa por el centro de la
Hipéerbola y es perpendicular al eje focal.

LAS ASINTOTAS:

Una recta es asintota a una curva cuando la distancia de un punto de la curva a la
recta tiende a anularse si el punto se aleja indefinidamente sobre la curva.

En la grafica que sigue la hipérbola tiene dos asintotas oblicuas cuyas ecuaciones son:
y=bx/a e y=-bx/a para el caso de que la hipérbola tenga su eje transverso paralelo
y coincidente con el eje de abscisas.

En el caso de que el eje transverso sea coincidente con el eje de ordenadas las asin-
totas seran y=ax/b ey =-ax/b.
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Y= - bx/a

v

Como en la elipse, los tres semiejes a, b y ¢ forman un triangulo rectangulo que permi-
tird, conociendo el valor de dos, encontrar el tercer semieje y resolver la hipérbola. La
Gréfica muestra las relaciones entre los mismos:

GRAFICA 2 Analizando el triangulo
formado por iia!!’ iih!l y iic!l

a

Segun Pitagoras:

Eje Focal = 2¢ ci=aZ +p?
Eje real = 2a
Eje imaginario = 2b

En cuanto a la excentricidad, en la hipérbola es siempre e>1 . Se obtiene por el co-
ciente entre el semieje focal c y el semieje real a.

e>1
e=cla
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ECUACION DE LA HIPERBOLA

Estudiaremos la ecuacion de la hipérbola en los siguientes casos:

Cuando el eje focal es horizontal vy el centro de la hipérbola coincide con el ori-
gen de coordenadas , y cuando el eje focal es vertical y el centro de la hipérbola
coincide con el centro de coordenadas. La imagen que sigue muestra las ecuacio-
nes correspondientes a cada caso. Observemos con atencion que en la ecuacion, la
variable de coeficiente positivo indica al eje coor denado gque contiene al eje fo-
cal.

ECUACION CANONICA DE LA HIPERBOLA CON .
EJE REAL COINCIDENTE CON EL DE ABSCISAS ’

xa? - yib? =1 \ / >

2- Cuando el gje focal es vertical y el centro de la hipérbola coincide con el centro de
coordenadas del sistema referencial, la ecuacion sera:

ECUACION CANONICA DE LA HIPERBOLA CON y
EJE REAL COINCIDENTE CON EL DE ORDENADAS

/—‘_\xp
v a‘-x‘b* =1

ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO DESPLAZADO DEL _ORIGEN

En estos casos recordemos que las coordena-

das del centro C(h ; k) deben estar presentes (x-h) 2l a%— (y-k) 2Ip%=1 l
en los numeradores de los términos del primer > 5

miembro de la ecuacién y segin el caso, las | (y-K)7/a®— (x-h)/b“=1

ecuaciones seran las de la derecha.

Cénica
@) gl [ 36 -y* /16

Recta
@ ix+3-0
@ «z=-my-o0

Punto
Q | A-(04
@ =—sa N 1 L T
@ c-(60)
@ bo-(60 7

—ig LY

Geogebra: ejemplo de hipérbola centrada con Eje Real horizontal
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LOS HIPERBOLOIDES:

Son superficies curvas engendradas
por una hipérbola que es generatriz
de la superficie. Los hay de una hoja
y de dos hojas.

Pertenecen a la familia de las Super-
ficies Curvas y dentro de la misma a
las Cuédricas con centro

HIPERBOLOIDE DE UNA
HOJA:

Llamamos hiperboloide de una hoja a la superficie que en un sistema de coordena-
das cartesianas se determina por las siguientes ecuaciones canonicas:

(3]
(E]

2 2 2 2 2
4 X 4
+—=1 - +y—+—2:1

X2+
a> b* ¢’ a: b’ c

a> b’

C)M| N
L
|
|

Observamos que en todos los casos, en el primer miembro de las ecuaciones hay dos
términos positivos y uno negativo

Los parametros a, b, ¢ son los semiejes del hiperbo-
loide de una hoja. El término negativo indica el eje de
desarrollo del hiperboloide. En el caso de la figura, el
eje es z, por tanto la ecuacion que le corresponde
es:

[S]
b2

x>
d

T

(B

0M| N
L

Las intersecciones con los ejes coordenados son jus-
tamente los semiejes tay + b, respectivamente y no
hay intersecciones con el eje z.

La superficie es simétrica con respecto a todos los
planos coordenados, a los ejes coordenados y - - :
al origen. Tomamos como ejemplo a un hiperbo-
loide con eje de desarrollo en z, haciendo el ana-
lisis extensivo a los hiperboloides desarrollados
enxoeny

X

TRAZAS DEL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA:

Traza plano XY:ELIPSE de ecuacion:
X2 y?
a2t~

1

Si seccionamos la figura por planos paralelos al
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plano XY, las secciones son elipses semejantes. La elipse determinada por el plano
XY es la menor de todas las posibles y recibe el nombre de elipse de garganta
Si a=b la traza sera una circunferencia y el hiperboloide sera de revolucion

Conica

Usss

o X = (0,0 0)+ (-4 sin(t), 5 co
d: X = (0,0 0) = (0, £5 cosh(t)* ¢

e X = (0,0, 0) + (+ 4 cosh(t) _E. l

eqlisd /36 -y /16 = 1 : }

Hiperboloide de una hoja

O @ @ @

@ a2 /16+y/25-22/36 'L

Darta
& >

El gréfico construido en Geogebra muestra las intersecciones entre el hiperboloide de
una hoja y los planos coordenados XZ e YZ que son hipérbolas. Puede observarse la
ecuacion del hiperboloide en la vista algebraica.

Traza plano XZ: HIPERBOLA de ecuacion:
x* z?

az ¢z
Traza plano YZ: HIPERBOLA de ecuacion:

y' z

2 2

2
=1

Las intersecciones del hiperboloide con planos paralelos
al plano XZ e YZ, son también hipérbolas.

HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS:

Es una superficie muy particular. En un sistema de coor-
denadas cartesianas se determina por la ecuacion cano-
nica de la forma:

Dos coeficientes negativos y uno positivo que representa

un hiperboloide de dos hojas desarrollado segun el ,
eje z. Al igual que el hiperboloide de una hoja hay otras
dos formas canonicas de la ecuacion, con desarrollo en
eje y o eje x .Recordamos que el término positivo indica el eje de desarrollo.

Pagina

96

7N



UNC | universidad
Nacional
de Cordoba

MATEMATICA 11N ’EI

z
z
L [
OV ag XY
1 20
n z
=
E-30 10 -20

'!II. "-.__r_-r - N
30790 % 10 10

Las imagenes muestran hiperboloides de dos hojas con ejes de desarrollo en x e y.
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordenados, a los ejes
coordenados y al origen.

TRAZAS DEL HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS:

Tomamos como ejemplo el que responde a la ecuacion:
X y.z_, |z )

2 P
PLANO XY:

No tiene traza en el plano coordenado
XY. Sin embargo si consideramos pla-
nos paralelos al plano XY para valores
de z > c 0 z<-c obtenemos elipses.
Para z=c 0 z=-c la interseccién de un
plano paralelo a XY con la superficie es
un punto.

Traza plano XZ: HIPERBOLA de ecuacion:

Traza plano YZ: HIPERBOLA de ecuacion:
z

2 2
y
—ﬁ+c—2=1

También son hipérbolas las intersecciones segun pla nos paralelos a XZ e YZ.
Si en la ecuacion del hiperboloide de dos hojas a y b tienen el mismo valor, el hiper-

boloide de dos hojas es de revolucién. Para z>c o0 z<-c, las intersecciones de la su-
perficie con planos paralelos al plano XY, son circunferencias.
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Hiperboloide de dos hojas EN —d
o eq2: (-x?) [ 1b6-y?* /25 + 2%/ I'_':

Plano

o
-
|
=}
aes

Recta
O X640 =1 (12 8 0) :
O k:2x -3y = 0 H
Punto

O A=(09 :

B — (0, -4) LIRS L4
»

El grafico muestra las hipérbolas que son trazas resultantes de la interseccion de los
planos XZ e YZ.

http://www.asoclcuernavaca.com/historial.html
https://www.construccionlatinoamericana.com/noticias/termina-restauracion-de-catedral-de-
brasilia/81656.article
https://savoirs.rfi.fr/es/comprendre-enrichir/societe/brasilia-lutopie-capitale
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HIPERBOLA E or ALEJANDRO TORRES
L E > >'° y
APLICACIONES HIPERBOLOIDES MIRIAM AGOSTO

HIPERBOLA
EJERCICIO N° 1:

Con los datos que aparecen en la tabla, se pide hallar la Ecuacion de la Hipérbola.
-Graficar a escala cada una de las hipérbolas de la tabla.

Coordenadas di |Coordenadas de (Coordenadas de (Ecuacion:
Centro foco vértice

a (0; 0) (6; 0) (4,0)

b (0; 0) (0;3) (0:1)

C (6,5; 3 4;3) (8;3)

d (-2; -3) (-5; -3) (-4; -3)

EJERCICIO N° 2:

a) Construir la ecuacion de una hipérbola sabiendo que su vértices son los puntos:
(0; 3) y (0; -1) y su excentricidad es: e = 2.
b) Graficar la cénica en un SCC.
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EJERCICIO N° 3:

a)Construir la ecuacién de la hipérbola cuyo centro esta en el punto (-4; 3), sus vérti-
ces a 2 unidades del centro hacia la derecha y hacia la izquierda y sus asintotas son
las rectas que tienen las ecuaciones:

y=2,33x + 12,31 e y=-2,33x-6,31.

b)Calcular la excentricidad.

c)Graficar en un SCC

HIPERBOLOIDES:

Ejercicio N°1:

Dadas las siguientes ecuaciones completar el cuadro indicando en cada caso: el nom-
bre de la superficie, sus trazas con los planos coordenados e indicar cual es el eje de
desarrollo.

Ecuacién Nombre Traza con XY | Traza con XZ Traza con YZ Eje de
desarrollo
Y- =1
b® ¢?
y +Z=1
b> ¢?
ty - 2=l
b> ¢*

Pagina

100




UNC | universidad
Nacional
de Cérdoba

MATEMATICA 11A ’EI

Ejercicio N° 2:

La imagen corresponde al Puente peatonal en Benidorm.

Este puente peatonal se asimila a la forma de un hiperboloide de una hoja, el cual se
desarrolla a lo largo del eje “y”.

Sabiendo que el sistema de ejes cartesianos "x", "y" , "z", tiene su centro coincidente
con el de la superficie cuadrica, que su traza sobre el plano coordenado XZ es una
circunferencia de radio= 2,2m y que el parametro “b” del hiperboloide tiene un valor
de 6,65, se pide:

a) Construir la ecuacion de la cuadrica.

b) Describir y graficar la traza en el plano YZ.

https://jdiaz474.files.wordpress.com/2011/07/hiperboloide-42.jpg

EJERCICIO N°3:
Definir las siguientes superficies segln la clasificacion estudiada. Asignar el nombre
correspondiente:
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EJERCICIO N°4:
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En el siguiente cuadro se han tomado algunas superficies del Ejercicio 3. Completa
las columnas segun lo estudiado sabiendo que las superficies tienen su centro en el
origen del sistema coordenado cartesiano espacial.

SUPERFICIE DATOS ECUACION DE TRAZAS
SELECCIONADA LA SUPERFICIE DE LA SUPERFICIE
La traza en el plano
Superficie a | XY esuna circunfe-
rencia
Las intersecciones
Superficie b | de la superficie con
planos paralelos a
XZ, son elipses.
Para planos paralelos
Superficie ¢ al plano XY las tra-
zas son circunferen-
cias.
La traza en el plano
Superficie e XZ es una elipse.

EJERCICIO N°5:

Indica verdadero o falso en las siguientes afirmaciones. Justifica en caso que sea

falso.

a-Los hiperboloides son siempre superficies de NO REVOLUCION

b-El hiperboloide de dos hojas posee en su ecuacion canonica dos coeficientes posi- | V| F

tivos.

c-Un hiperboloide de una hoja centrado en el origen del sistema es una superficie V | F
simétrica con respecto a todos los planos coordenados.

d-Las trazas de un hiperboloide de una hoja con los planos coordenados siempre V | F

son dos hipérbolas y una circunferencia.

e-El término con signo positivo en la ecuacion del hiperboloide de dos hojas, indica
el sentido de desarrollo de dicha superficie.

EJERCICIO N°6:

Los semiejes de un hiperboloide de una hoja desarrollado en el eje z son:
a=\6, b= V2 y c=v3.

Se pide:

a) Determinar la ecuacion del mismo

b)Graficar la superficie en un SCC en el espacio.
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EJERCICIO N°7:
2 2 2
Dada la ecuacion —%-+ 2-— = =1, se pide:
a) Clasificar la superficie.
b) Definir las trazas de dicha superficie.
c) Realizar la grafica de esta superficie en un SCC en el espacio.

EJERCICIO N°8:

La Torre Tornado, originalmente llamada QIPCO Office To-
wer, fue construida en el 2008 pensando en que se convirtie-
ra en un icono en la zona. Se trata de una torre en forma de
hiperboloide de una hoja de 52 niveles , con una circunferen-
cia de garganta de 20 m de diametro ubicada a la mitad de la
altura de la torre.

Si cada nivel tiene una altura de 2,50 m y el area circular de
la base es de 1017,876 m2, se pide:

a) Dar la ecuacion del hiperboloide

b) Graficar la superficie centrada en un SCC en el espacio,
con desarrollo de la cuadrica en el eje Z.
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EJERCICIO N°9:
QATAR SPORT CITY. ASPIRE TOWER es otro ejemplo de
edificio cuya envolvente es un hiperboloide de una hoja. Fue
disefiada por el arquitecto Hadi Simaan, en colaboracién con
la firma AREP, y cuando fue culminada en el 2007 fue la torre
mas alta de Qatar.
Se conoce que la ecuacién del hiperboloide es:
2 2 2
AN R
12 12 4717

Se pide:

a) Calcular el area de la planta de menor diametro  del edifi-
cio (garganta del hiperboloide), en m?.

b) Calcular la altura total del edificio en metros, sabiendo
que la base tiene 80 m de diametro. La superficie es simétrica
respecto a la seccién de garganta.
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EJERCICIO N°10:

En mayo de 2018, comenz6 la construccion de
esta magnifica torre en forma de hiperboloide de
una hoja queesta localizada en el bos-
que GisselfeldKloster, a una hora de Copenhague,
en Dinamarca.

Para la edificacion de la estructura, se utilizd Uni-
camente madera local, y tiene una altura total de
45 metros. Ofrece a los visitantes una vista de 360
grados del parque, y cuenta con una pasarela
panoramica a través de la copa de los arboles.
Posee una circunferencia de garganta de 10 m de
diametro situada a mitad de la altura de la estruc-
tura. Se pide:

a) Determinar la ecuacién del hiperboloide sa-
biendo que esta centrado en un SCC espacial y que se desarrolla en el eje "z".

b) Calcular el &rea de la corona circular superior , en m?, que sirve de mirador, sa-
biendo que la corona tiene 3 m de ancho y un diametro maximo (exterior de la corona)

de 25 m como muestra el gréfico.
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EJERCICIO N°11:

La nueva torre de control del Aeropuerto de Barcelona,
tiene forma de hiperboloide de una hoja. Sus 31 metros de
altura (equivale a la mitad del hiperboloide) le permiten
tener la maxima visibilidad de las areas de maniobras. La

ecuacion del hiperboloide es:
2 2 2

X y z

vt i w1

9 4,5 35,152

Se pide:

a) Calcular el area, en m? ,del coronamiento supe-
rior (area de la planta superior) donde se ubica la cabina de
comandos.

EJERCICIO N°12:

La siguiente estructura es un silo de acopio
de material y tiene la forma de hiperboloide
de dos hojas.Para este estudio solo se
considera una de las hojas de la superficie.
Se conoce que mide 94 m de altura y que el
diametro en la base es de 144 m.

La ecuacion del hiperboloide es:

X y z
—_— = _|_ —_ =
1,52 1,52 22

Se pide

UNC

Universidad
Nacional
de Cordoba

a) Graficar las trazas de la superficie con los

planos coordenados, utilizando los siguientes graficos de SCC en el plano:
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b) Construir la grafica en el espacio de la superficie destacando con color la hoja o

copa que define la estructura del silo.
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HIPERBOLA:
Ejercicio N° 1:
a) X°-y' =1

4% 20

Z/

.

2,25 4

& 9

A

C)_(x-6,505—(y-3y=1

d_(x+2f—(y+3y=1

4

5

£
-

D C
5 g\ 7

EJERCICIO N° 2:

a)

(y-1)7- %=1
4 12

3 1 &% 5 4 3 2 A
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EJERCICIO N° 3:
a)(x +4)* - (y-3)°=1 .
4 21,7156 '
b) e=2,535 ‘
/R
HIPERBOLOIDES:
Ejercicio N°1
Ecuacion Nombre Trazacon |Trazacon |Trazacon | Eje de
XY XZ YZ desarrollo
Hiperboloide |x° + y>=1 x> z°=1 V- 2°=1
X+ y>- 2°=1 de una hoja |a®* b® a® ¢ b c? z
a2 b2 C2
a#c elipse hipérbola hipérbola
Hiperboloide|x?® - y*+=1 |x*+ z’=1 |-y*+
X*- Y2+ 7°=1 de unahoja |a®> b? a’ ¢ z°=1 y
a®> b® ¢ b? c?
a=c hipérbola |circunferen-
cia hipérbola
Hiperboloide |- x* +_y*=1 V- 7=1
-x% + y? - z°=1 | dedos a® b b* ¢? y
a> b® ¢ hojas
hipérbola hipérbola

* la superficie no intersecta con el plano XZ. Las intersecciones con planos paralelos a

XZ son elipses

Ejercicio N°2

a)
X2 ) y? . 22
22° 665> 22°

b) Plano YZ: hipérbola

2 2

— y + A :1
665° 22°

©
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EJERCICIO N°3:

a-Superficie alabeada, si se la considera de la familia de las regladas. Segun la familia
de superficies curvas es una Cuéadrica con centro. Nombre: Hiperboloide de una hoja.
Superficie simétrica con respecto a todos los planos coordenados, a los ejes coorde-
nados y al origen del SCC en el espacio. La ecuacion posee dos coeficientes positivos
Y uno negativo cuya variable indica el eje de desarrollo del hiperboloide(para este caso
el desarrollo es en eje z).La trazas son hipérbolas y elipses o circunferencias (eso lo
define como hiperboloide de una hoja de REVOLUCION o de NO REVOLU-
CION).Para este caso, en el plano XY la traza menor se denomina CONICA DE GAR-
GANTA (puede ser elipse o circunferencia).

b-Cuadrica con centro. Hiperboloide de dos hojas.

Superficie simétrica con respecto a todos los planos coordenados, a los ejes coorde-
nados y al origen del SCC en el espacio. La ecuacion posee dos coeficientes negati-
VOS Y uno positivo cuya variable indica el eje de desarrollo del hiperboloide (para este
caso el desarrollo es en eje y).Las trazas son hipérbolas y elipses o circunferencias
(eso lo define como hiperboloide de dos hojas de REVOLUCION o de NO REVOLU-
CION).

c-ldem b. Cuédrica con centro. Hiperboloide de dos hojas.

Superficie simétrica con respecto a todos los planos coordenados, a los ejes coorde-
nados y al origen del SCC en el espacio. La ecuacion posee dos coeficientes negati-
VOS Yy uno positivo cuya variable indica el eje de desarrollo del hiperboloide (para este
caso el desarrollo es en eje z).La trazas son hipérbolas y elipses o circunferencias(
eso lo define como hiperboloide de dos hojas de REVOLUCION o de NO REVOLU-
CION).

d-ldem b.

e-ldem a .Superficie alabeada. Cuédrica con centro. Hiperboloide de una hoja.

La ecuacion posee dos coeficientes positivos y uno negativo cuya variable indica el eje
desarrollo del hiperboloide (para este caso el desarrollo es en gje y).

f-ldem e.

EJERCICIO N°4:

SUPERFICIE DATOS ECUACION DE TRAZAS
SELECCIONADA LA SUPERFICIE DE LA SUPERFI-
CIE
La traza en el plano x2 N y?  z? 1 x_2+ vy 1
Superficie a | XY esuna circunfe- 2 2 2 azz azz
rencia y:  z
Z !
x?  z?
-z !
Las intersecciones x* y* z% _x_2+ Y
Superficie b | de la superficie con T2t ET 1 a b
planos paralelos a 3’_2_ i -1
XZ, son elipses b*  c?
Para planos paralelos x?  y? z? x? z2 1
Superficie ¢ | alos planos YZ y XZ g gzt=z=1 "2t aET
las intersecciones y: 72
son hipérbolas. Las —pt==1
trazasen YZ y XZ
son hipérbolas,
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La traza en el plano x?  y? z? +x2 y: L
Superficie e | XZ es una elipse. +; 52 + z= 1 az2 bzz =
VA
XL P
bz = ¢?
x?  z?
2taz"1
EJERCICIO N°5:
a-Los hiperboloides son siempre superficies de NO REVOLUCION V | F
b-El hiperboloide de dos hojas posee en su ecuacion candnica dos coeficientes posi- | V| F
tivos.
c-Un hiperboloide de una hoja centrado en el origen del sistema es una superficie vV | F
simétrica con respecto a todos los planos coordenados.
d-Las trazas de un hiperboloide de una hoja con los planos coordenados siempre vV | F
son dos hipérbolas y una circunferencia.
e- El término con signo positivo en la ecuacion del hiperboloide de dos hojas, indica | V | F
el sentido de desarrollo de dicha superficie.

EJERCICIO N°6:

b) realizar gréfica
EJERCICIO N°7:

a) Hiperboloide de dos hojas, con eje de desarrollo en Y.

x2 y2 . y2 z2 .
b)——+ 5-=1 Hipérbola —— 35 =1 Hipérbola -
traza, hay intersecciones generadas por planos paralelos a XZ, que son elipses
c) realizar grafica

EJERCICIO N°8:

2 2
A+ L - 2 _—1

10* = 102 43,427
b) realizar gréfica
EJERCICIO N°9:
a) Superficie= 452,389 m2
b) Altura= 300 m

x2

ZZ
4—;—1Nohay

2

EJERCICIO N°10:
ZZ
9,819? =

b) Superficie= 207,35 m?

x2 y2
a)? + ? -

EJERCICIO N°11:
Rta: 226,19 m?2

EJERCICIO N°12:
Ejercicio de desarrollo grafico.
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PARABOLA - PARABOLOIDES > Por
DEL PLANO (2D) AL ESPACIO (3D) CLARISA LANZILLOTTO

— LA PARABOLA junto con la Hipérbola es una conica
'd "'} ABIERTA , la curva se extiende indefinidamente y como
\—~_—~—""" anticipamos en capitulo anterior, se obtiene al seccionar

una superficie conica circular recta, con un plano secante
paralelo a una generatriz del cono.

Podemos abordar el estudio de la parabola desde dos
aspectos: Desde el andlisis matematico como una fun-
cion polindmica; y desde la Geometria Analitica definién-
dola como:

Parabola es el lugar geométrico de los puntos del plano
gque equidistan de una recta dada, llamada directriz, y un
punto fijo fuera de la recta que se denomina foco.

d(PF) = d(PD)

Tras la definicidbn, vamos a identificar la
grafica y sus elementos:

F: Foco.
D: Directriz.

Eje Focal : Es | a recta perpendicular
a la Directriz trazada por F y es el eje
de Simetria de la Parabola.

s 1
0 .
=9 | p \ P X V : Se llama Vértice y es el punto de
5 interseccién de la Parébola con el Eje
P focal
X = -3 C’

CC'’: Cuerda focal o Lado recto

p: Es un vector. Tiene direccién,( horizon-
tal o vertical), sentido ( de V a F) y modu-
lo ( = Distancia VF). Teniendo en cuenta
el sentido, hacia la derecha y hacia arriba es positivo (+); hacia la izquierda y abajo es
negativo(-).

El modulo de (p) es también la distancia del vértice al pie de la perpendicular A, que
intersecta el eje de la parabola con la directriz.

Asi la distancia desde A hasta F esigual a2p .

Si trasladamos esta medida ( 2p) desde el Foco, en forma perpendicular al eje focal

ubicaremos el punto C y luego por simetria C’.

Asi, el segmento CC’es el Lado recto de la pardbolayes=4 p
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Podemos advertir también que AV = VF por lo tanto se demuestra que el Vértice V
pertenece a la parabola por cumplir con la definicion.
Esto afirma que la excentricidad de la pardbola es e=1

UNICIDAD: todas las parabolas son semejantes, es decir, tienen la misma forma, sal-
VO su escala.

ECUACION DE LA PARABOLA :

En todos los casos, el vector “p” con su signo  nos permite posicionar el foco, el sen-
tido de las ramas, y por lo tanto ubicar la recta directriz. En las gréficas, la flecha indica
valores positivos de "p" y valores negativos de "p"
Si referimos la parabola a un sistema de ejes cartesianos ortogonales se pueden pro-
ducir dos situaciones a saber:
ECUACION DE LA PARABOLA A EJE HORIZONTAL : el eje focal coincide, o es pa-
ralelo al eje de abscisas .
ECUACION CANONICA: Parabola con vértice en el origen del sistema de coordena-
das cartesianas V( 0;0 ). Distancia del vértice al foco = p
La ecuacién es: Y> = 4 p X
+p = ramas a la derecha
-p = ramas a la izquierda

ECUACION ORDINARIA: Parabola con vértice desplazado del origen del sistema co-
ordenado V( h;k ). Distancia del vértice al foco = p

La ecuacién es: (y-k) = 4 p (x-h)
+p = ramas a la derecha
-p = ramas a la izquierda

AR @ o-- ;:'V (h:k)

1 3 -4 -z
.. -2
.,
s
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ECUACION DE LA PARABOLA A EJE VERTICAL: el eje focal coincide, o es paralelo
al eje de ordenadas.

ECUACION CANONICA: Parabola con vértice en el origen del sistema de coordena-
das cartesianas V( 0;0 ). Distancia del vértice al foco = p
La ecuaciénes: X° =4 py
+p = ramas hacia arriba
-p = ramas hacia abajo

ECUACION ORDINARIA: Parabola con vértice desplazado del origen del sistema co-
ordenado V( h;k). Distancia del vértice al foco = p
La ecuacioén es: (X-h)* = 4 p (y-k)
+p = ramas hacia arriba
-p = ramas hacia abajo

V (hk)

LA PARABOLA- FUNCION POLINOMICA DE 2° GRADO:

Desde el punto de vista del Andlisis Matematico, estudiaremos a la parabola siempre
orientada segun el eje y, bajo el concepto de Funcion.
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Sidesarrollamos

algebraicamente la

ecuacionde la

parabola a eje vertical

(x-h)2= 4p (v-k)

>

25T
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Obtenemos LA )
FUNCION POLINOMICA
PARABOLICAY
CUADRATICA
y=ax?+ bx+c

y=-1/2x%+5/2x-2

|‘. /

-2 57

y=2x2-10x+8

Y

En el gréfico observamos
parabolas situadas en el
plano cartesiano y sus
ecuaciones.Estudiaremos el
significado de cada término
de la ecuacion y veremos
cémo encontrar los elemen-
tos fundamentales de la
cbnica

v=ax’+bx+c

a=coeficiente principal del
término cuadratico .Indica
el sentido de las ramas

b=Coeficiente del término
en x .Indica desplazamiento
de la parédbola (en horizontal
, segun el eje de las
abcisas)respecto al origen
del sistema coordenado.

c= término independiente
Es la ordenada al
origen.Indica el punto donde

la curva intersecta al eje y.

Del desarrollo algebraico de las ecuaciones se desprenden las formulas que a continuacion
se detallan y que pemniten vincular ambas ramas de la matematica teniendo un

conocimiento completo del comportamiento de esta curva.

De ellas la que utilizaremos con mayor frecuencia sera la que permite conocer el

b = -2h /4p

h=-b/2a

vector p, conociendo ay a la inversa.

Para resolver la pardbola y representarla graficamente, debemos ,a partir de la
funcion, encontrar sus elementos fundamentales que son: El vértice , dando sus
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coordenadas cartesianas V(x,,Yv) , las A
raices que llamaremos X; y X; ( Y
intersecciones de la curva con el eje x),
el punto C(O;y), ordenada al origen,
punto donde la parédbola corta al eje y ,
el Foco ( su posicion en coordenadas
cartesianas).

EL VERTICE: Para calcular sus coordenadas puede usarse la expresion:

Xy =-b =x3+X
2a 2

yv = +C - b?

4a
LAS RAICES: Son los puntos donde la Parabola corta el eje de abscisas, es decir, son
los puntos donde la coordenada y es igual a 0. Para obtener las dos raices de la para-
bola reemplazamos y=0 en la ecuacién

Siy=0
0 = ax?+ bx +c

la funcién se convierte en ecuacion de segundo grado
y al resolverla tendrd dos raices ; (X;; 0) y (x2; 0).

Para encontrar esos puntos utilizaremos la férmula resolvente:

x1=(-b+ +bb—4ac )i 2a X2=(-b- ~vbb—4ac)l2a

El resultado de estas operaciones puede arribar a que la parabola tenga: dos raices
reales distintas, que ambas raices resulten el mism o0 nimero, o que se obtengan
dos raices imaginarias 0 complejas. En este caso la parabola no toca el eje de abs-
cisas.

\ /.
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Propiedades de las raices:

Si se conocen las raices de una parabola y el coeficiente principal a de la ecuacion, se
puede construir la misma aplicando las propiedades de las raices.

Dado a, para obtener el valor de b se aplica esta expresion:
-(Xy+Xx2)=Dbla

Y para obtener el valor de c:

X1 Xz =cla

Por ejemplo, si las raices de una parébola son:

X;=-3 Yy X;=2 paraa=1

Calculamos by c

-(-3+2) = 1=b

(-3 x 2) =-6=c

La ecuacion sera:

y=x%+Xx-6
Xy =-1 =-3+2=-1/2
El vértice sera: 2x1 2
V(-1/2 ; -6,25)
yv = -6 - 12 =-6,25
4x1

Ordenada al origen= c (0;-6)

Por dltimo, graficamos la parabola a escala adecuada

Conica =

Recta

@ :x-05 ’
Punto

@ r-(0 :

@ =-(30

@ c- (05 -62) :
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Formas incompletas de la ecuacion de la parabola:

Pueden presentarse las siguientes:

y=a X% El eje de ordenadas es el eje de simetria y el
vértice coincide con el origen del sistema. Por lo tanto
para poder graficar a esta curva serd necesario valuar
los distintos puntos de x para hallar los valores de v.
Recordamos que si a es negativo, las ramas de la para-
bola van hacia abajo.

v

Si falta el término en x (bx) por ejemplo Y = ax’+ cel A
eje de simetria de la parabola es el eje de ordenadas y el y
vértice dista del origen del sistema, un valor igual a ¢ .Por

lo tanto el término c indica en qué punto corta la parabola

al eje de ordenadas.

C

»
»

0,0 X

Por dltimo recordemos que la presencia del término lineal (bx) en la ecuacién de la
pardbola indica un desplazamiento de la misma del origen del sistema cartesiano. En
este sentido podemos observar que si los signos de los términos afectados por la va-

riable “x ” son iguales por ejemplo
A

<:| y y =ax? +bx H ¢

\_/

Si los signos de los términos afectados por la variable “x " son distintos por ejemplo

> |a parabola se desplaza hacia la izquierda del eje de orde-
nadas.

VA::>
\_/

y =|[+ax?- bx # c

(

la pardbola se desplaza hacia la derecha del eje de orde-
nadas.

SECTOR PARABOLICO:
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Para calcular el &rea que encierra la parabola_o sector parabdlico, se aplica la expre-
sion:

Sector=2/3 ab
a= ancho del sector ( base)
b= altura ( de la base al vértice)

No confundir con los coeficientes de la ecuacion.

También este grafico muestra como construir la
parabola por puntos.

Para aplicar este método se conocen: posicion en
el plano de la directriz d, el eje de simetria y la posi-
cion del foco. El vértice V es el punto medio del
segmento OF. Se trazan varias perpendiculares al
eje de simetria, desde el vértice a la derecha. Con
centro en F y radio FO, se corta a dicha perpendicular, obteniendo el punto A y su
simétrico A’, que son puntos de la curva. Esta operacion se repite para obtener nuevos
puntos que al unirlos delinean la PARABOLA.

PARA AMPUAR MAS AUN LA TEORIA SOBRE PARABOLA. METODOS DE CONSTRUCION,
€ETC. RECURRE AL MATERIAL DISPONIBLE EN EL AULA VIRTUAL DE LA CATEDRA.

- —A

LOS PARABOLOIDES:
Los paraboloides también
pertenecen a la familia de
Superficies No regladas o
Curvas. En el caso del pa-
raboloide hiperbdlico, tam-
bién puede considerarse
una Superficie reglada ala-
beada.

Pertenecen al grupo de las
Cuadricas Sin Centro , re-
presentadas

por la ecuacion:

S
5‘%‘@ &

b

ol

Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbdlico

2
X2 vy

T— to=kz

a b

Las superficies Cuadricas sin centro tienen dos planos de simetria llamados p la-

nos principales. Un eje de simetria llamado eje pri  ncipal, pero ningun centro de

simetria. Son dos: EL PARABOLOIDE ELIPTICO Y EL PARABOLOIDE HIPERBOLI-
CO.

Pagina

119



UNC | universidad
Nacional
de Cordoba

MATEMATICA 11A ’EI

Paraboloide eliptico:
Llamamos paraboloide eliptico a la superficie que en un sistema de coordenadas
cartesiano se determina por las formas de la ecuacion:

y2 | 22 x2 z? x2 y
»2 +C—2—kx ; +C_2=ky — + 5 =kz

a, b y c son semiejes.

El coeficiente k, si es negativo, las ramas
de la superficie son hacia abajo, si es posi-
tivo, las ramas son hacia arriba . A medida
gue aumenta el valor de k , el paraboloide
es mas abierto. Si el valor de k es pequerio,
el paraboloide es mas cerrado acercandose
a su eje de desarrollo.

En el primer miembro de la ecuacion, los
coeficientes tienen el mismo signo. El eje de
desarrollo de la superficie esta presente en
el segundo miembro de la ecuacion. Asi
tendremos paraboloides elipticos desarro-
llados a eje z, eje x 0 eje y. Para nuestro
interés tomaremos como ejemplo el paraboloide a eje z.

El punto que coincide con el origen de coordenadas se llama vértice del paraboloide.
La superficie es simétrica con respecto a los planos XZ e YZ y al gje z.

Retomemos la ecuacidon para comprender sus trazas:

x 2 yz INTERSECCIONES POR PLANOS PARALELOS AL PLANO
= tpz=kz  xv

Son elipses

TRAZAS EN LOS PLANOS XZ e YZ:

Son parabolas perpendiculares

En Geogebra se muestran las trazas del
paraboloide eliptico de ecuacion:

XZ y2
3zt 5= 22
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Faraboloide
O eql:x? [ O =2

Plano

(_) eq2: x=10

Paraboloide hiperbdlico:

UNC | universidad
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Pardbolas respecto de los planos
XZ e YZ. Se muestra la elipse que
es Interseccion del paraboloide con
un plano paralelo al plano XY.

En el caso que en la ecuacién sea
a = b , las intersecciones con
planos paralelos al plano XY seran
circunferencias y el paraboloide
sera un PARABOLOIDE DE
REVOLUCION

Es una superficie mas compleja que las anteriores. Muchos la identifican como la "silla
de montar". Esta superficie responde a las formas de ecuacion:

y? z

= = kx

b? c?

2

x2 vy

2 p ke




UNC | universidad
Nacional
de Cordoba

MATEMATICA 11A ’EI

a, b y ¢ son semiejes. La superficie pasa por el origen y no hay otras intersecciones
con los ejes coordenados.

En el primer miembro de la ecuacién los coeficientes tienen distinto signo. En el se-
gundo miembro esta el eje de desarrollo.

También tomaremos como ejemplo el paraboloide hiperbdlico desarrollado en eje z.(
imagen superior).

La superficie es simétrica con respecto a los planos XZ e YZ respectivamente y al eje
z.
Repetimos que la superficie pasa por el origen y no hay otras intersecciones co n
los ejes coordenados.

Observemos las TRAZAS E INTERSECCIONES CON PLANOS PARALELOS A LOS
PLANOS COORDENADOQOS:

Las secciones de la superficie por planos =
paralelos pero no coincidentes con el pla-
no XY son hipérbolas como se ve en la
imagen a la derecha.

Las trazas sobre los planos coordenados
XZ e YZ son parabolas.

Para ejemplificar ain mas la superficie y
sus trazas, en Geogebra se grafica un
paraboloide hiperbdlico de ecuacion:

2 2

x® y
32 62

= 25z B

Observemos en las dos primeras imagenes que evidentemente el paraboloide
hiperbdlico no intersecta a los ejes coordenados y que la interseccién con el
plano XY da dos rectas!!!.

Las TRAZAS con los planos XZ e YZ son parabolas como muestra la tercera
imagen debajo. En la cuarta imagen se observa que para planos paralelos al plano XY,
las intersecciones son hipérbolas. Se ubic aron planos de ecuaciones z=10y z=25

Paraboloide hiperbélico :N

@ gl /0oy /36— 268
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(O R e (NN Vi T

O @x-(0,00)+(0 "5

Q ex-(0o0=rpis

Recta

Q  ex-=(0o0)+Ar(0f

Paraboloide hiperodlico

. eql:x® /O-y* /36 = bs;

() X -(0,00) +X(00,
Paraboloide hiperbolico

. eql:® [ 0-y* /30 - bs;

(D =10

(:) fiy=0 :

(D prz=25 i
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Finalizamos aqui el estudio de las secciones conicas y de las superficies en el
espacio.

Nevero de Fuendetodos Espafa- siglo SVIII-Centro para el control de enfermedades BioLab
Taiwan

L'Oceanografic- Ciudad d las Artes y de las Ciencias
https://fuendeverde.es/los-neveros-de-fuendetodos-patrimonio-cultural/
https://tendenzias.com/wp-content/uploads/2013/04/natureinspired_biolab-1.jpg
https://es.wikipedia.org/wiki/Oceanogr%C3%A0fic

CURIOSIDADES: PARABOLA Y CATENARIA- Por SILVIO CHAILE

La catenaria es un tipo de curva que se genera
por la suspensién de una cuerda o cadena desde
sus extremos y sometida a un campo de grave-
dad uniforme, que a simple vista asemeja a una
Parabola, razén por la cual, muchos confunden
dichas formas geométricas.

El arquitecto Antonio Gaudi (1852-1926), en su
constante busqueda de formas orgénicas en sus
obras, y haciendo uso de la geometria y los volu-
menes, utiliza la Catenaria como respuesta técni-  Buhardilla de la casa Batlé (1904-1906)
ca.
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Casa Batllo: Es una remodelacion del edificio, se inspira en formas organicas, donde
perfecciona y profundiza su analisis de la geometria..

Sagrada Familia (1882- sin finalizar): En el sétano se puede ver la técnica de genera-
cion de las catenarias, donde utilizaba cadenas, y luego colocaba un espejo en el piso
para poder obtener el reflejo

Casa Mila llamada popularmente La Pedrera: Consta de 6 plantas articuladas alrede-
dor de dos patios interiores uno circular y otro oval, un sétano, un desvéan (alberga los
lavaderos y otras zonas de servicio) y una azotea.

Maqueta para la iglesia de la Colina Giiell (1898-1914)

La Pedrera, casa Mila (1906-1910)
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APLICACIONES >

PARABOLA Y
PARABOLOIDES

> por ALEJANDRO TORRES

PARABOLA:
EJERCICIO N° 1:

Con los datos que aparecen en la tabla, se pide hallar la Ecuacién de la Pardbola -

desde la geometria analitica. Graficar a escala.

Vértice Foco Ecuacion Parabola
a) | V=(35) F=(3,7)

b) | V=(-6;0) F=(-2,5; 0)

c) | V=(0.54) F=(-1,5,4)

d | V=(1;2) F=(1; 0)

EJERCICIO N° 2:

Representar graficamente la parabola cuya ecuacién es y = 2,4 x encontrar:

a) las coordenadas cartesianas del vértice y el
foco.

b) EI M6dulo, direccion y sentido del vector (p).

c¢) Ecuacion de la directriz.

d) Longitud del Lado Recto en metros.

e) Area del sector encerrado entre el Lado
Recto y la curva en m?.

-6
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EJERCICIO N° 3:

Para cada uno de los siguientes graficos, se pide hallar la Ecuacion de la Parabola
desde el enfoque de la Geometria Analitica.-

&Y
4
3
2
V= (-0.75, 2)
1
<
/2 -1 0 1
-1
. _ 0O=(0,0
y ) (0, 0)
k
I \4
V= (1.5, 1.5)
J=(15,05)
/ 0= (0, 0) \é 0= (0, 0) X
c) 9
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EJERCICIO N° 4:

Se sabe que una parabola tiene su vértice en el punto V(-1; 6,5) y es a eje vertical. El
punto D (2; 5) también pertenece a la curva. Con estos datos se pide hallar:

a) La ecuacion de la parabola.

b) EI Modulo, direccion y sentido del vector (p).

c) Coordenadas cartesianas del foco.

d) Ecuacion de la directriz.

e) Longitud del Lado Recto en metros.

f) Coordenadas cartesianas de los puntos de interseccion de la parébola con el eje x.
g) Representar graficamente la parabola en un SCC.

EJERCICIO N° 5:

Calcular analiticamente:

a) La ecuacion de una parabola cuyo vértice es V(5; 4) . La ecuacién de la recta
directriz esy =5

b) Las coordenadas cartesianas de los puntos de interseccion con el Lado Recto.
¢) Coordenadas cartesianas del foco de dicha parabola.

d) Coordenadas cartesianas de los puntos de interseccidn con el gje x.

e) Graficar la curva en un SCC.
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EJERCICIO N° 6:
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Para cada uno de los siguientes graficos, se pide hallar la Ecuacion de la Parabola,

desde el enfoque de la geometria analitica.

1%
2=|(0, 0) X2=(479,0) X
a) \
I\%
X2 = (-4, 0)
0 =|(0, 0) X1=(4.0) x
\ —
b)
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X2 = (-5, 0) X1=(40) 0=(0,0) x

V=(3, -2)

EJERCICIO N° 7

Uno de los primeros edificios que construyo A. Gaudi, en Mataré a las afueras de
Barcelona, fue esta Cooperativa Obrera Textil. El edificio se basa en una estructura
con forma arco parabdlico.

BASSAT

cAUDI =

ey

https://Ih4.googleusercontent.com/-SaCyRpPcpzw/\{iSi-WFI/AAAAAAADPDE/OS-i8jsxOFM/w521-h391-
no/01AntoniGaud%C3%ADCornet-Nave%2BGaud%C3%AD_16200.JPG

Sabiendo que el arco se asimila a una parabola de ecuacion
=-0,38x° - 2,46 x + 1,35, se pide calcular el area vidriada del sector parabdlico que
se encuentra por encima de los 2,5 m de altura (en m?).
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EJERCICION° 8 :

Encontrar la ecuacion de la parabola , el &rea en m?(sector parabdlico) y el volumen
en m® de este galpén parabdlico sabiendo que corta al eje de las abscisas en B (8 ;0) y
C (0; 0) y la ecuacion de la directriz es y =5

Largo del galpén = 15 m.

https://Ih3.googleusercontent.com/ZsFEMfyOpLVDNFRMN x1sVqU21MBMplrbh nXzvwXEdjlmr
XipgrNIBtL4VENCc3i2mE=s14
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EJERCICIO N° 9:

El siguiente grafico representa la vista en
planta de una fuente, cuya forma corresponde
a una parabola. El sector parabdlico esta
formado por la curva y el eje de abscisas.
Encontrar el volumen en m® de la fuente
sabiendo que:

-las raices de la parabola son:

D (-16,66; 0) y E (- 7,34; 0)

-el coeficiente principal de la ecuaciébn esa =1
-la profundidad es de 1,30 m.
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EJERCICIO INTEGRADOR > PARABOLA > Por SILVIO CHAILE

PUENTE MARIA PIA (1876-1877)

Construido en Oporto, Portugal, para cruzar el rio Duero, fue el primer puente en arco
ferroviario que unié las dos riberas del rio, disefiado por Théophile Seyrig (1843-1923,
ing. aleman), socio de Gustave Eiffel (1832-1923, ing. Civil francés), que se mantuvo
en uso hasta 1991. La longitud de desarrollo total del tablero es de 563 m y actualmen-
te es considerado Patrimonio de la Humanidad.

Se sabe que la luz de apoyo es de aproximadamente 160 m,y tiene una altura de 61 m
sobre el agua. La distancia entre ambos arcos parabdlicos es de 9 m, la altura de las
bases de apoyo es de 12 m sobre el agua.

Calcular:

a- Las Coordenadas cartesia-
nas del foco, considerando
gue el vértice de la parabo-
la externa tiene coordena-
das V(0;0).

b- Coordenadas polares de los
puntos de apoyo.

c- Longltud del latus rectum.

d- El Area entre ambos arcos parabollcos (enm?).

e- Ecuaciones de ambas pardbolas desde el punto de vista de la geometria analitica.

f- Ecuaciones de ambas parabolas desde el punto de vista del andlisis matematico.

g- Ecuacion de la directriz.

h- Graficar a escala.

y

(0.00,0.00)

=

61.00

/

\
L
[_12.00

160.00
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SOLUCIONES> PARABOLA Y PARABOLOIDES >

EJERCICIO N°1:

8(y - 5) = (x - 3)?

a)
O =(0, 0) X
A
(411, 12.69) 4(x +6)=(y-0)
b) = 0-0.0 x
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I v
8(x-05)=(y-4y
P= (_165’ Nl v =(05, 4)
c)
o ,4 0) X
Tres puntos o dos rectas | I \d
V=(1,2)
o=()oy P=(1.0) X
d)

By - 2) = (x- 17

EJERCICIO N°2:

a)V (0;0), F(0,6:0) b)0,6 c) x=-0,6

EJERCICIO N° 3:

a)
b)
c)

d)

(y-2)2=-3(x+0,75)
x?=2(y-5)
(x-1,5)%=-4(y-1,5)

(y-1,5)*=4(x-1,5)
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EJERCICIO N° 4:

a) Ecuacion: (x+1)%= -6 (y-6,5)
e) LR:6m

d) Directriz: y=8

UNC | universidad
Nacional

de Cordoba

EJERCICIO N° 5:

b) parametrop=1,5 c) foco F(-1;5)
f) Raices x1(-7,24;0)y X»( 5,24 ;0)

a) y=-0,25x°+2,5x-2,25 b)L; (3;3)y L, (7;3) c)F(5;3) d) ri(1;0)r,(9;0)

o

EJERCICIO N°6:
a) (x-3)?=--0,8(y-4)

b) x?=8(y+2)
c) (x+3)*=2(y+2)

EJERCICIO N° 7:
10,3044 m®
EJERCICIO N° 8:
Ecuacion y= 0,25x* +2x

EJERCICIO N° 9:

175,87 m®

Area: sector parabdlico 21,33m?

Ecuacion: y = x*+24 x + 122,28
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EJERCICIO INTEGRADOR:

a-
b-

Foco parabola N1 (0 ; -1600/49) — Foco parabola N2 (0 ; -49)
Apoyo izquierdo: p= 93,81364506m — 0=21129'14.89"

Apoyo derecho: p=93,81364506m — a=32830’ 45.11"

Latus Rectum parabola exterior: 130,6122449m

Latus Rectum parabola interior: 160,00m

Area aproximada entre ambas parabolas: 960,00m2

Coordenadas de los puntos de descarga sobre la pardbola exterior:
1(-80;-49); 2(-160/3;-196/9); 3(-80/3;-49/9); 4(80/3;-49/9 ); 5(160/3;-196/9);
6(80;-49)

Ecuacion desde la geometria analitica:

Parédbola N°: x? = —130,61y

Pardbola N2: x? = —160(y + 9)

Ecuacion desde el analisis matematico:

Parabola N°L: y = — —— x2

130,61

Pardbola N2: y = —%xz -9

Ecuacion de la directriz:
Pardbola N°L: y = 1600/49
Pardbola N2: y =31
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SUPERFICIES REGLADAS Por
EL PLANO CLARISA LANZILLOTTO

En este dltimo capitulo abordaremos el estudio de la Superficie més sencilla, EL PLA-

NO.

Pertenece a la familia de las Superficies Regladas,
aquellas generadas por una recta. Como se obser-
va en la imagen , EL PLANO se genera por una
recta que sigue una directriz también recta .

Forma parte del grupo de las Regladas DESA-
RROLLABLES, que son las superficies que tienen
un plano tangente Unico a lo largo de cada genera-
triz y por tanto admiten un “desarrollo plano”. A
este grupo también pertenecen los poliedros con-

g "
nnRnEd '1”"
-'ﬂ‘-_i..-k_-h*-_-.- 11

vexos, la superficie conica y la superficie cilindrica.

plano

A la luz de la Geometria Analitica, consideraremos estos aspectos para estudiar EL

PLANO:

1. Su ECUACION GENERAL Y ECU A-
CION SEGMENTARIA
2. SusTRAZAS
3. Sus POSICIONES PARTICULARES
RESPECTO DE LOS EJES COOR-
DENADOS
4. Sus POSICIONES PARTICULARES
RESPECTO DE LOS PLANOS CO-
ORDENADOS
En un primer acercamiento, reconocemos los
tres planos coordenados que definen el espa-
cio cartesiano. Son superficies perpendicula-
res entre si que se intersectan en el punto ori-
gen del sistema de Coordenadas y contienen a
los ejes cartesianos. Pueden reconocerse por
su nombre y por su ecuacion:

PLANO XY: Ecuacion z=0 :
PLANO XZ: Ecuacion y=0
PLANO YZ: Ecuacién x=0

Trataremos otros planos posicionados en el
espacio, como el que se muestra en la
imagen de la derecha (sefialado con una
flecha) y que responden a ecuaciones
completas que pasaremos a describir.
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DEFINICION: Todo PLANO es el lugar geométrico de los puntos del espacio cuyas
coordenadas cartesianas satisfacen una ecuacion de la forma:

No siendo A, By C nulos a la vez.

Ax+By+Cz+D=0

Esta es la ECUACION GENERAL DEL PLANO. Estudiaremos cada uno de los

términos que forman esta ecuacion:

/ Py(xq,y1,24)

P(x.y,z)

En la imagen observamos EL
PLANO 1t posicionado en el espa-
cio y la recta "I" que pertenece a
TL.

Se dan las coordenadas de dos
puntos contenidos en la recta "I".

Exterior al plano, se encuentra la
recta "n" , normal al mismo y que
interviene en la definicion de la

ECUACION GENERAL.

Por definicion: Para que dos rec-
tas dirigidas sean perpendicula-

res es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus NUMEROS DI-

RECTORES correspondientes sea igual a cero.

Si los nimeros directores de la recta normal "n" son [A, B ,C], estos estan presentes
en la ecuacion general. También estan presentes los componentes de la recta "I" que
pertenece al PLANO y que son los numeros directores ( X-X1, Y-Y1 , Z-21 )

Atendiendo a la definicion, podemos verificar que:

A(X -x)+B(y -y,)+C(z-2)=0

Si continuamos resolviendo, llegamos a la siguiente expresion:

Ax +By +Cz-(Ax,+By,+Cz) =0

-(Ax, +By, +Cz))=+D

Llegamos asi a la ECUACION GENERAL DEL PLANO

Ax+By+Cz+D=0

Por ejemplo dado el plano cuya ecuacién General es:

6x+3y+4z-12=0 podemos decir que los numeros directores de la recta normal "n" al

plano son [6, 3 ,4].
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A partir de la ECUACION GENERAL, puede obtenerse otra forma de la Ecuacion del
Plano que es la ECUACION SEGMENTARIA.

En la imagen construida en Geogebra a partir de la ecuacion general dada como
ejemplo, puede observarse que el plano de ecuacion general 6x+3y+4z-12=0 intersec-
ta a los ejes coordenados en 3 puntos, que se mencionan como a, b y c.

a es la abcisa al origen, b es la ordenada al origen y c es la cota al origen. La forma
SEGMENTARIA de la ecuacion del plano permite encontrar esos tres puntos.

Bx+3Jy+4z-12=0

'
"
]

\

r
{
r
]
p
r
i-——a-—-o-——k-—.mo—o--
A
»
\
A1
»
1
\
»
\
\
™
\
A1
q
»

ECUACION SEGMENTARIA:

En los denominadores se encuentran justamente a, b y c. Ellos resultan de dividir el
término independiente de la Ecuacion General, cambiado de signo, por cada uno de
los coeficientes de la Ecuacion general.

X 4 -D
T+ 4 + =1 Porende:a=7
SIGIS, _D
b==—

B

-D

C=—

C

En el ejemplo:
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Para el plano cuya ecuacion general es: 6x+3y+4z-12=0, encontraremos a, b y ¢ que
son los puntos de interseccion del plano con los ejes coordenados , determinaremos la
Ecuacion Segmentaria y graficaremos el plano en un SCC espaciales.

a=-—-=
b=12_4
== /
12 b (0:4;0)
=—=3 2
C 4 :

X a(2;0;0)

Luego, la ECUACION SEGMENTARIA DEL PLANO considerado sera:

X 'y 1z

—+=+==1

En la gréfica, uniendo los puntos queda definido el plano a través de sus TRAZAS.

Las TRAZAS DE UN PLANO, son justamente las RECTAS que resultan de la inter-
seccion del plano dado con los planos coordenados XY, XZ e YZ.

\ / Bx=3y+4z-12=0
LY  J
¥ ‘

.- — - - -
*

Completamos el estudio del PLANO, reconociendo sus trazas a través de las ecuacio-
nes de cada una de esas rectas. Es sencillo encontrar esas ecuaciones, al compren-
der que:
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. EN EL PLANO XY z=0, por tanto el término que contiene z desapa-
rece de la Ecuacion del plano, ya sea ésta la ecuacion general o la segmentaria. Para
el ejemplo tomaremos la general.

Luego, la ecuacién de la TRAZA en el plano XY es:
6x+3y-12=0

. EN EL PLANO Xz y=0, por tanto el término que contiene y desapa-
rece de la Ecuacion del plano, ya sea ésta la ecuacion general o la segmentaria. Para
el ejemplo tomaremos la general.

Luego, la ecuacion de la TRAZA en el plano XZ es:
6x+4z-12=0

. EN EL PLANO Yz x=0, por tanto el término que contiene x desapa-
rece de la Ecuacion del plano, ya sea ésta la ecuacion general o la segmentaria. Para
el ejemplo tomaremos la general.

Luego, la ecuacion de la TRAZA en el plano YZ es:
3y+4z-12=0

En Sintesis diremos que un PLANO es una superficie en el espacio al que le corres-
ponde una ecuacion. Hay dos formas de expresar la ecuacion del PLANO: la GENE-
RAL y la SEGMENTARIA. A partir de la ECUACION GENERAL se obtiene la SEG-
MENTARIA y a la inversa, a partir de la SEGMENTARIA puede obtenersse la GENE-
RAL.

De todo PLANO debemos realizar su grafica identificando los puntos a, b y ¢ y sus
TRAZAS. Debemaos también determinar las ecuaciones de las trazas.

FORMAS INCOMPLETAS DE LA ECUACION DEL PLANO:

[ | Plano paralelo a los ejes coordenados:

Si A=0 enlaecuacion general, el plano es paralelo al eje x
Si B =0 enlaecuacion general, el plano es paralelo al eje y

Si C =0 enla ecuacién general, el plano es paralelo al eje z
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[ | Plano que pasa por el origen

Si D=0 enlaecuacion, el plano pasa por el origen del sistema coordenado.

[ | Plano gue contiene a un eje coordenado:

Si ademas de faltar un coeficiente en la ecuacion general, también falta el término D,
el plano contiene a un eje coordenado. Esto se cumple cuando:

A=0y D=0 el plano contiene al eje x

B=0y D=0 el plano contiene al eje y

C=0y D=0 el plano contiene al eje z

[ ] Plano paralelo a un plano coordenado

En la ecuacién General faltan dos coeficientes.
A=0y B=0 el plano es paralelo al plano XY
A=0y C=0 el plano es paralelo al plano XZ

B=0y C=0 el plano es paralelo al plano YZ
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APLICACIONES > EL PLANO >por MIRIAM AGOSTO

EL PLANO
EJERCICIO N°1:

Para cada uno de los siguientes planos graficados, indicar particularidades del mismo
y proponer la ecuacion general que le corresponde. Se plantea el primer caso a modo
de ejemplo.

GRAFICA DEL PLANO PARTICULARIDADES ECUACION DEL PL A-
NO
Ejemplo El plano es paralelo al plano
z coordenado XZ.
El plano intersecta al eje coor-
denado OY. By +D=0

En la ecuacion general, los
coeficientes de los términos

¢ gue contienen las variables “x”
y “z” se anulan.
Ax+By+6z+D=0

EJERCICIO N°2:

Dadas las ecuaciones de diferentes planos, completar la tabla determinando analiti-

camente:
a) los puntos de interseccion de cada plano con los ejes coordenados.

b) las trazas de cada plano.
c) representar los planos en un SCC en el espacio.
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x
ECUACIONES DE _§+ Ey_l_ -1

y
LOS DEL PLANOS * 3 *

=N

_1 x+ X
B 3 6

SN

PUNTOS DE IN-
TERSECCION CON
LOS EJES X,Y,Z

TRAZAS
DEL PLANO

eje z ejez ejez

ejey ejey

ejey

L I VY R
L I VY R
L I VY R

GRAFICA CO-
RRESPONDIENTE

EJERCICIO N°3:

Transformar las siguientes ecuaciones generales de cada plano en ecuaciones seg-
mentarias, indicar las trazas y graficar dichos planos en un SCC en el espacio.

ECUACION GE-
NERAL DEL 4x+6y+3z-12=0 Xx—-3y+7=0 6x +3y+4z=12
PLANO

ECUACION
SEGMENTARIA
DEL PLANO

TRAZAS
DEL PLANO

. ejez
eje z eje z
GRAFICA CO- eley
RRESPON-
DIENTE

ejey cie y

=R W B
L I PV I
L I VY R
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EJERCICIO N°4:

Indicar verdadero o falso en las siguientes afirmaciones. Justificar en caso que sea
falso.

a-Un plano queda definido por dos rectas gue se cortan. V |F
b-La interseccidn de un plano cualquiera con un plano coordenado es un V | F
punto.

c-Se llama cota al origen del plano , a la distancia desde un punto ubicado vV |F
sobre el eje “x” hasta el origen del SCC en el espacio.

d-Un plano posicionado en el espacio cartesiano siempre intersecta a los V | F
tres ejes coordenados.

e-En la ecuacion general del plano, A, By C son numeros directoresdeuna |V |F
recta que es normal a dicho plano.

EJERCICIO N°5:

Los puntos de interseccion de un plano con los ejes coordenados son P (5;0;0) ,
M (0;4;0) y Q (0;0;6).Calcular el area del triangulo, en m2 , definido por la interseccién
del plano con los planos coordenados. Graficar el plano en un SCC en el espacio.

EJERCICIO N°6:

Un techo de forma triangular inclinado esté definido por la interseccién de un plano con
los tres planos coordenados.(ver grafico que sigue). La ecuacion general de dicho pla-
no es:

4x-3y-2z2=-12

Calcular el area, en m?, definida por la proyeccién del techo triangular sobre el plano
horizontal (XY).Graficar el plano en un SCC en el espacio.

4

Flano ecuacion ; 4x-3y-2z=12 E‘
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EJERCICIO N°7:

=N
Un plano inclinado es
disefiado como cubier-
ta superior de un local.
Si la ecuacion del pla-
no es:

3x+8z=8

y su pendiente esta
definida por la traza de
dicho plano con el
plano coordenado XZ
se pide:

a) Calcular la pen-
diente del plano, ex-
presada en %.

b) Graficar el plano en
un SCC espacial.

EJERCICIO N°8:

Un local de 4,80 m de altura tiene planta triangular cuyos lados son: el eje de abcisas,
el eje de ordenadas y la traza de un plano con el plano coordenado XY. Ese plano
responde a la ecuacion:

Xy L= 1. Se pide:

3,5 + 4,5 - S€ pide.

a) Calcular el volumen del local, en m
b) Determinar la ecuacion de un plano de entrepiso paralelo a la base del prisma, que
se proyectara a la mitad de la altura del local.

c)Graficar

3
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EJERCICIO N°9:

Un plano cuya ecuacion es:

6x + 2z = 0 define la pendiente de un talud. Se pide:
a)Calcular esa pendiente , expresada en %.

EJERCICIO N°10:

Un monumento esta centrado en un SCC en el espacio y

tiene forma de piramide de base cuadrada . Sus cuatro ca-

ras triangulares son iguales. Cada una de esas caras se

corresponde con la interseccion de un plano con los planos

coordenados XY, XZ e YZ. Si se sabe que la ecuacion del

plano que define una de las caras triangulares de la pirami-

de es:

3x+3y+2z -9 =0.

Se pide:

a) Calcular el area lateral , en m? o superficie lateral de la
piramide.(Suma del area de las caras)

b) Graficar el plano dado en un SCC en el espacio indicando abscisa al origen, orde-
nada al origen y cota al origen.

c) Determinar analiticamente las trazas del plano dado.
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EJERCICIO N°11:

Los planos de ecuacién x=5,y =6y z = 7, definen junto con los planos coordenados
un poliedro en el espacio. Se pide:

a)Calcular el volumen del poliedro, en m>.

b)Dar la ecuacion de un plano paralelo al eje "x" que seccione al poliedro en dos

cufas iguales.
c)Graficar los planos que forman el poliedro, a escala adecuada, en un SCC en el

espacio
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SOLUCIONES>

EL PLANO

4

EJERCICIO N°1:

GRAFICA DEL PLANO

PARTICULARIDADES

ECUACION DEL PL A-
NO

Ejemplo

El plano es paralelo al plano
coordenado XZ.

El plano intersecta al eje coor-
denado OY.

En la ecuacion general, los
coeficientes de los términos
gue contienen las variables “x”
y “z” se anulan.
Ax+By+6z+D=0

By+D=0

El plano pasa por el origen del
sistema coordenado y contiene
al eje “z".

En la ecuacién general, el co-
eficiente del término que con-
tiene la variable “z” y el térmi-
no independiente se anulan.
Ax+By+Gz+B =0

Ax +By=0

El plano es paralelo al eje co-
ordenado “y”".

En la ecuacién general, el co-
eficiente del término que con-
tiene la variable “y” se anula.
Ax+By+Cz+D=0

Ax+Cz+D=0

El plano es paralelo al eje co-
ordenado “x".

En la ecuacion general, el co-
eficiente que contiene a la va-
riable “x” se anula.
Ax+By+Cz+D=0

By+Cz+D=0

EJERCICIO N°2:

ECUACIONES DE
LOS DEL PLANOS

PUNTOS DE INTER-
SECCION CON LOS
EJES X)Y,Z

TRAZAS
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V7 Yo7 Yz
2+4_1 1 2 1 371 1
DEL PLANO X_Z_4 XrZ 9
XL E 32 6" 1
5 4
GRAFICA CORRES- Realizar Realizar Realizar
PONDIENTE
EJERCICIO N°3:
ECUACION GENE-
RAL DEL PLANO 4x+6y+3z-12=0 x—-3y+7=0 6x+3y+4z=12
ECUACION SEG- x Yy, K6z x Y x Yy Z
—+=+-=1 —+====1 | =+=>+=-=1
MENTARIA DEL 3 2 4 -7 7/3 2 4 3
PLANO
TRAZAS 4x+6y —12=0 X +7=0 6x +3y =12
DEL PLANO
4x +3z-12=0 -3y+7=0 6Xx +4z=12
6y +3z-12=0 y+4z=12
GRAFICA CO- Realizar Realizar Realizar
RRESPON-
DIENTE

EJERCICIO N°4:

Indica verdadero o falso en las siguientes afirmaciones. Justifica en caso de que sea

falso.

a-Un plano queda definido por dos rectas que se cortan. V |F
b-La traza de un plano cualquiera con un plano coordenado es un punto. V |F
c-Se llama cota al origen del plano a la distancia desde un punto ubicado V | F
sobre el eje “x” hasta el origen del SCC en el espacio.

d-Un plano posicionado en el espacio cartesiano siempre intersecta a los V | F
tres ejes coordenados.

e- En la ecuacion general del plano, A, By C son numeros directores de V | F
una recta que es normal a dicho plano.
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EJERCICIO N°5:
Rta: 21,6558 m2

EJERCICIO N°6:
Rta: 6 m2

EJERCICIO N°7:
Rta: 37,5 %

EJERCICIO N°8:
a)Rta: 37,8 m3

b)z=2,40

EJERCICIO N°9:
a) Rta: 300 %

EJERCICIO N°10:

a) Area de las caras = 42,213 m?
b) (3;0;0) (0;3;0) (0;0; 4,5)
EJERCICIO N°11:

a) 210 m3

D) T+2=1

NO OLVIDES SIEMPRE TENER A MANO LAS FORMULAS DE APLICACION. NO HACE FALTA
MEMORIZAR. NO SIRVE APUCAR RECETAS. COMPRENDIENDO LOS CONCEPTOS
PODRAN ABORDARSE ADECUADAMENTE Y RESOLYERSE LOS PROBLEMAS.

€N ELAULA MOODLE ENCONTRARAS YARIADO MATERIAL DE APOYO.

€L EQUIPO DOCENTE SIEMPRE SERA GUIA PARA FAVORECER TU APRENDIZAJE. DEL CUAL
€ERES EL PROTAGONISTA.

- —A
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POR
PALABRAS FINALES > CLARISA LANZILLOTTO

Abordamors la confeccion de este libro con gran entusiasmo y dedicacion. €s el resultado
de un verdadero trabajo en equipo y contiene la impronta de cada uno de nosotros. Quic-
ro agradecer profundamente a todos los docentes de esta maravillosra catedra que con
creatividad y compromiso claboré la ejercitacion adecvada para cada tema. €l libro es
la muestra de una catedra unida. como lo es la Matematica con la Arquitectura.

Nuestro desco es que cuenten con las superficies y las secciones conicas a la hora de Jdi-
seiar. Que se animen a incorporarias en sus proyectors poniendo en juego la creatividad y
la riqueza de las mismas. Si esos sucedicra, cuenten con nosotros para apoyarios a la hora
de calcular. representar, resolver. Durante la currada. seremors guias. Ustedes son los ver-
daderors protagonistas.

Grandes exponentes de la Arquitectura abordaron sus proyectos desde una mirada ma-
tematica y geométrica congraciada con el simbolismo y la estética para crear. primero
en la mente. representaciones y visvalizaciones y luego en un sitio. espacios habitables
para el desarrollo de la vida del hombre.

€l ejercicio docente tiene recompensars invalorables y alta responsabilidad. porque en el
proceso de enseianza-aprendizaje. donde también aprendemos de nuestros pares y de
nuestros alumnos. el fin Gltimo es la formacion integral del individvo. Para cllo direAiamos
no sélo las herramientas para provocar un aprendizaje eficaz sino las herramientas para
transmitir valores humanos. Esta conjuncion persigue un resultado: Colaborar en la forma-
cion de personas de bien. que brindardn su saber a la sociedad para construir el futuro.
Desde nuestro humilde lugar. nos sentimos privilegiados en poder aportar un pequeno

granito de arena y enriquecernos de lo que brindan los demés. para que juntos trabaje-

mor solidariamente en un mismo sentido.
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