Matematica IC Cuerpos Geomeétricos Ing. Gustavo Moll

GEOMETRIA DEL ESPACIO

La geometria plana estudia el conjunto de todos los puntos del plano, la geometria
del espacio se refiere al conjunto de puntos del espacio, es decir que entramos
ahora en tres dimensiones, por lo que tendremos cuerpos con volumen.

ANGULOS DIEDROS

Dos planos que se cortan determinan cuatro
regiones en el espacio, cada una de las cuales
se llama dngulo diedro.

Existe una similitud entre los elementos de los angulos planos y los de los angulos
diedros:

Angulo plano Angulo diedro

v

Angulo aob PR diedro op

Vértice o «— Arista A

. —> .
Lados: semirrectas oa y ob caras: semiplanos o y B
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SECCION NORMAL DE UN DIEDRO
Veamos ahora como determinar la amplitud de un diedro.

N
Sea el diedro of de arista A y o un punto de la arista.
Por o se trazan las perpendiculares a la arista A en los 5’
planos a y B. El angulo plano aob que queda determi-
nado se llama seccion normal del diedro.
La amplitud de un diedro es la amplitud de su seccidon normal. Asi, si un diedro es
recto, la seccidn normal es un angulo recto.

DIEDROS CONVEXOS Y CONCAVOS

convexo

Las definiciones de diedro convexo y diedro
cdncavo son similares a las de los angulos
planos convexos o concavos.

concavo

CLASIFICACION DE DIEDROS:

Los angulos diedros se clasifican de manera similar a los angulos planos

i Diedro agudo: oc/[\S < 1 recto

Diedro recto: a/ﬁ = 1 recto

\ Diedro obtuso: o’c\ﬁ > 1 recto

Diedros <
convexos

4 Diedro llano: af = 2 rectos = 180°

N
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, N
Diedro Diedro concavo: afp > 2 rectos

concavo

ANGULOS TRIEDROS

En cada vértice concurren tres planos que determinan un angulo triedro

Definicion: “Dadas tres semirrectas no coplanares vr,vs,vt se llama angulo
triedro a la figura formada por los puntos comunes a los diedros convexos de
aristas vr, vs y vt.”

Es decir, el angulo triedro es la interseccidn de tres diedros cuyas aristas concurren
en un punto.

Asi como existe una similitud entre las definiciones y propiedades de angulos
diedros y de angulos planos, también existe una similitud entre las definiciones y
propiedades de triangulos y triedros.

Observemos la correspondencia de elementos:

triangulo triedro
Vv
c
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- A
Triangulo abc
Vértices: a, b, ¢
Lados: ab, bc, ca

AN

, N N
Angulos abc, bca, cab

vértice a opuestoa ladobc «——»

vértice b opuesto a lado ac

vértice c opuestoa ladoab «——»

ANGULOS POLIEDROS

Cuerpos Geomeétricos

Ing. Gustavo Moll

triedro tr. v, abc (v = vértice)
. - = —>
aristas va, vb, vc
N N N
caras avb, bvc, cva
diedros dva d.vb d.vc
. — A
arista va opuesta a cara bvc
. N
arista vb opuesta a cara avc

. —>
arista vC opuesta a cara avb

Asi como en el plano, la definicidn de poligonos contiene a la de triangulo como un
caso especial, en el espacio, la definicién de poliedro contiene a la de triedro como

caso particular.
triedro

3 semirrectas no coplanares que tienen
un mismo origen v determinan un angulo
triedro.

Tr. v. Abc
Vértice v
Aristas \751, 76 Vé

N AN N
Caras avb, bvc, cva

poliedro

Vv

3 0 méas semirrectas no coplanares
que tienen un mismo origen v de-
Terminan un angulo poliedro.

ang. poliedro v. abc...n

Vértice v

) — - - -
Aristas va, vb, v¢, vd ... vn

N N N N
Caras avb, bvc, cvd ... nva
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CUERPOS SOLIDOS

POLIEDROS
“Dados cuatro o mas poligonos convexos tales que:
e dos cualesquiera de ellos no estan en un mismo plano.
e Cada lados es comun solamente a dos poligonos
e Y el plano de cada poligono deja a los demas en un mismo semiespacio

Se llama poliedro convexo a la figura formada por los puntos comunes a los
semiespacios que contienen a dichos poligonos.

Ejemplo:
En el poliedro abed

* poligonos convexos abc, bed, cda, abd

* pl. abc # pl.bcd # pl.cda # pl.abd

_ A A

e ab es comuln solo a abc y abd
— ) A A

e cb es comunsoloabecd y abc
_ ) A A

e aces comun soloaabc y acd
A A

e dcescomun soloabed y acd

El plano de la cara acd deja a los demas
poligonos en un mismo semiespacio.

e Los poligonos que generan el poliedro se llaman CARAS
e Los lados de cada poligono se llaman ARISTAS DEL POLIEDRO
e Los vértices de cada poligono se llaman VERTICES DEL POLIEDRO
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Otros ejemplos de poliedros son:

Veremos algunos poliedros particulares:

PRISMA INDEFINIDO

1

1

1

1
I

Consideremos un conjunto ordenado de tres o mas
Rectas paralelas, de modo que tres cualesquiera de /
ellas no sean coplanares y que el plano determinado /’
por cada par de recta consecutivas deje a los demas -
en un mismo semiespacio.

La interseccion de los semiespacios determinados
por cada par de rectas consecutivas, que contienen s
a las restantes, se llama prisma indefinido. S P

~

[
S N
\

Ve

\

B
\ .
\

1
A}
AY

1

1

1
e
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PRISMA

“Se llama prisma al conjunto formado por los puntos de un prisma indefinido
comprendidos entre dos secciones paralelas y los puntos de dichas secciones”,

es decir que comprende todos los puntos de las caras laterales y también los
puntos de las bases superior e inferior.

o Las secciones paralelas abcd y
a’b’c’d” se llaman BASES del
prisma.

o Los cuadriladteros aa’b’b,
bb’c’c, cc’dd y dda'a se
Illaman CARAS LATERALES
(y son paralelogramos)

o Los segmentos aa’, bb’, cc” y
dd” se Illaman ARISTAS
LATERALES 'y por ser
paralelas entre planos paralelos,
son congruentes, es decir que
aa’=bb’=cc’=dd

e Los lados de las bases se llaman ARISTAS DE LAS BASES (ab, bc, cd, da,
a’b’,b’c’,cd,da)

e Sellama ALTURA de un prisma a la distancia de un punto cualquiera de una base,
al plano de la cara opuesta.

,

Por ejemplo, altura del prisma=c’h =H
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PRISMA RECTO

Un prisma cuyas aristas laterales son perpendiculares a las bases se llama prisma
recto.

f Pr. abcdef es prisma recto
d |
i © da L pl. abc
RN H eb-L pl. abc
e ~b fc L pl. abc

Las caras laterales de un prisma recto son rectangulos. Las aristas del prisma recto
son congruentes a la altura.

dazeb=fc=H

En el caso de que las aristas laterales no sean perpendiculares al plano de la base,
tenemos un PRISMA OBLICUO

Aqui las caras laterales son paralelogramos

PRISMA RECTO REGULAR

Si la base de un prisma recto es un
poligono regular, se dice que es un
prisma recto regular.

e
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PARALELEPIPEDO
Un prisma cuyas bases son paralelogramos se llama paralelepipedo.

Como las caras laterales son paralelogramos, resulta que todas las caras de un
paralelepipedo son paralelogramos.

Designacion:

e Si las aristas son perpendiculares a |a base es un paralelepipedo recto.

e Si las bases son rectangulos se llama paralelepipedo rectangulo.

e Si las aristas son perpendiculares a las bases y las bases son rectangulos es
un paralelepipedo recto rectangulo, también llamado ortoedro.

e Como caso particular del ortoedro se obtiene el exaedro o cubo, cuyas
caras son cuadradas.

/ Paralelepipedo \
recto

SN a7 I
Parfaleleplpedo Paralelepipedo o0 cubo
oblicuo Recto rectangulo

" (ortoedro)
Paralelepipedo
rectangulo

ELEMENTOS DEL PARALELEPIPEDO
En el paralelepipedo distinguimos los siguientes elementos:

e caras opuestas son los pares de caras sin puntos comunes

-
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e Vértices opuestos son los que no pertenecen a una misma cara

s

c

o

e aristas opuestas son las aristas paralelas que no estan incluidas en una
misma cara

R L --»C

e diagonales de un paralelepipedo son los segmentos determinados por
cada par de vértices opuestos

e planos diagonales de un paralelepipedo son los planos determinados por
cada par de aristas opuestas

10
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PROPIEDADES

Las propiedades de las diagonales de los paralelepipedos son similares a las
propiedades de las diagonales de sus caras.

CARAS CUERPOS
PARALELOGRAMO PARALELEPIPEDO
Las diagonales del paralelogramo Las diagonales del paralelepipedo
se cortan en el punto medio se cortan en el punto medio
d’ c

d c a’N

: 0
0 |
N e

a b a b

a0 =0oc ao=oc
do=ob bo=od”
ao=oc

TEOREMA DE PITAGORAS GENERALIZADO AL ESPACIO

En el plano es: A

A2 =B2+ (C?

En el espacio es:

E D?= A2+ E?

Pero: A*=B’+C

= D?=B>+C + E

11
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PIRAMIDES

Dado un angulo poliedro de vértice v y un plano = que corta a todas sus aristas, se
llama piramide a la interseccion del angulo poliedro y el semiespacio de borde =
que contiene al vértice”

ELEMENTOS DE LA PIRAMIDE

Base: es el poligono abcde que se obtiene como interseccién del angulo
poliedro y el plano =

Vértice: el punto v se llama vértice de la piramide.

N N N N N
Caras laterales. avb, bvc, cvd, dve, eva

Avristas laterales: va, vb, vc, vd, ve

Avristas de la base: ab, bc, cd, de, ea

12
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PIRAMIDE REGULAR

Si la base de una piramide es un poligono regular y el pie de la altura coincide con
el centro del poligono, se dice que la piramide es regular.

0 es el centro de la base
ap es el apotema de la base
Ap es el apotema de la piramide

r es el radio de la base (radio de la circunferencia circunscripta al poligono de la
base)

| es el lado o arista de la base

A es la arista de la piramide

H es la altura de la piramide

El apotema de la piramide es la altura de cada una de las caras laterales. Como las
caras laterales son tridangulos isdsceles, el apotema es altura y mediana de la cara.
Vemos que Altura? = Apotema? - apotema?

H? = Ap? - ap?

13



Matematica IC Cuerpos Geomeétricos Ing. Gustavo Moll

Ejercicio:
Una piramide regular exagonal tiene 4 metros. de altura y el lado de su base es de
2 metros.
Calcula:
a) el radio de la base
b) el apotema de la base
c) el apotema de la piramide
d) la arista de la piramide
e) el area de la base
f) el area de una de sus caras

a) como en un exagono el radio es igual al lado, sera r = 2 mts.
b)

. ,’I ap = rz _(|E)2 _ /22 _12 :\/§m

112

c)yd)

Avrista de la piramide = VH2 +r? =+/4% +27 =

A
H Ap A =16+4 =/20m=4,47Tm

: 12 Ap= A2 —('5)2 _ [4477 _1% — /19.98 = 436m

>

Area de la base = 6 x area de un triangulo

o . Ixa
Area de un triangulo = X2 P

6xIxap 6x2mx+/3m

ap Area base = =10,39m?

14
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f)
IxAp 2mx4,36m

2 2

Area de una cara =

=4,36m?

Ap

Ejercicio:

El drea de la base de una piramide regular cuadrada es de 36 cm?. Las aristas de
la piramide son congruentes con los lados de la base.
Calcula:

a) el apotema de la base
b) el radio de la base
c) el apotema de la pirdmide A A
d) la altura de la piramide P
/2
1/2 Areabase = I = 1= +/A =+/36cm? =6cm
Arista de la base =6 cm
ap r 1/2 |
a) apotema de la base = 5= g =3cm
< > b)
l=6m

— 2 I_ 2 _ I_ 2 l 2 _ I_ 2 _
r—\/ap +(2) —\/(2) +(2) \/2(2)
r= \/Exlgz&/?cm
c) Ap= AZ—(IE)Z =62 -32 =/36 -9 = /27 =5,20cm

d)H=\/Ap® —ap® =+/5,20? —32 =,/18,04 = 4,25cm

ap

15



Matematica IC Cuerpos Geomeétricos Ing. Gustavo Moll

TRONCO DE PIRAMIDE

Si una piramide se secciona
con un plano =, paralelo al
plano de la base, se llama
tronco de piramide a la
interseccion de la piramide y
el semiespacio de borde =
que no contiene al vértice.

Si la piramide es regular, se
obtiene un tronco de
piramide regular.

Bases: el poligono abcde se llama base mayor del tronco de piramide. El poligono
a’b’c’d’e’ sellama base menor del tronco de piramide.

Las bases del tronco de piramide son secciones paralelas del poliedro de vértice v
y en consecuencia son poligonos semejantes.

Altura: Los centros de las basesoy o’
pertenecen a la misma perpendicular a
las bases. El segmento oo™ es la altura
del tronco de piramide.

-

00 =H

Arista: el segmento determinado por dos vértices correspondientes de las bases
se llama arista del tronco de piramide (A)

Apotema: El segmento determinado por un par de puntos medios de dos lados
correspondientes de las bases se llama apotema del tronco de piramide (Ap)

16
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Ejercicio:
Un tronco de piramide regular tiene bases cuadradas de 4 m y 2 m de lado y una
altura de 3m.

Calcula:
-------- et

a) los radios de las bases
b) las aristas laterales am \

c) el apotema del tronco de piramide

4m
d 4
4
a)  (enbase mayor) d= 42 +4? =16 +16 =/32 =5,66m
1/2 rzg :ﬁzziggm
2 2
ap r
ap = ,|r’ _(IE)Z =2832-22 =4 =2m
- [n2 2
(en base menor) r'= @ _y2+2 _ @ =1,41m
2 2 2
-
b)
A
H A= /3% +(2,83-141)° =332m
r ap’ = ‘/rrz_(lg)z =J1,41% -1% =1m
ap’
Ap=\H?+(2-1)% =4/3% +1% =10 =316m
A
H
+—>
ap-ap’
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POLIEDROS REGULARES

Se dice que un poliedro convexo es regular si sus caras son poligonos regulares
congruentes y en cada vértice concurre el mismo nimero de caras.

Veamos a continuacion los poliedros regulares y sus elementos:

a) con caras triangulares

Tetraedro

Tiene cuatro caras.
En cada vértice concurren 3 caras.

Octaedro

Tiene ocho caras. En cada
vértice concurren 4 caras.

Icosaedro

Tiene veinte caras. En cada
vértice concurren 5 caras.
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No pueden concurrir mas de 5 caras en un vértice, pues la suma de los angulos es
igual o mayor que 4 rectos (360°). En consecuencia no es posible formar un
angulo poliedro, ya que la figura queda abierta en un solo plano. Por eso no hay
mas poliedros regulares con caras triangulares.

60°

b) con caras cuadradas

Hexaedro o cubo

Tiene seis caras. En cada vértice concurren
3 caras.

No pueden concurrir mas de 3 caras en un
vértice porque da la suma de angulos igual
0 mayor que 360° y queda la figura
abierta.

90°

19
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c) con caras pentagonales

Dodecaedro

Tiene doce caras. En cada vértice
concurren 3 caras.

d) caras poligonales de 6 o mas lados

3 exagonos ya totalizan 360° en el vértice,
por lo que no se puede obtener un
poliedro regular.

En consecuencia solo existen 5 poliedros regulares

20
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CONSTRUCCION DE POLIEDROS REGULARES

21
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CUERPOS REDONDOS
CILINDRO
TN
B »
G=H
= ™~
L[4 |/
/-
B
Cilindro circular oblicuo Cilindro circular recto

Elementos:

Bases: son las secciones paralelas

Generatrices: son los segmentos de las rectas comprendidas entre los planos de
las bases.

Altura: es la distancia entre los planos de las bases

Si las secciones paralelas (bases) son circulos, el cuerpo se llama cilindro circular
Si ademas, las generatrices son perpendiculares a las bases, se obtiene un cilindro
circular recto.

CONO

v .
Se llama cono al cuerpo solido
limitado por la superficie cénica
comprendida entre el vértice y la

G H base.
o B
Cono circular oblicuo Cono circular recto

22
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Si la base es un circulo, el cuerpo generado se llama cono circular.
Si ademas, el vértice pertenece a la perpendicular a la base que pasa por su
centro, se genera un cono circular recto.

Elementos:

Base: B

Altura: H
Generatriz: G

Radio de la base: R
Centro de la base: o
Vértice: v

TRONCO DE CONO DE BASES PARALELAS

Y
R / \ Si un cono se secciona con un plano paralelo al plano de
A -- la base, se llama £ronco de cono a la interseccion del
G a T cono Yy el semiespacio de borde © que no contiene al
vértice.

Bases: el circulo de centro o y radio R se llama base
mayor del tronco de cono.

El circulo de centro o y radio R” se llama base menor
del tronco de cono.

Si el cono es recto, se obtiene un tronco de cono recto.

Altura: el segmento 00 se llama altura del tronco de cono.

Generatriz: los segmentos de generatrices del cono comprendidos entre las bases
son las generatrices del tronco de cono

ab = generatriz

23
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Ejercicios:

1) Escribe la relacién entre la altura, la generatriz y los radios de un tronco de
cono recto.

G2 =H2 + (R-R')

2) Un tronco de cono tiene una altura de 12 cm. Los radios tienen 9 cm y 4 cm.
Calcula la generatriz.

G2=H? + (R-R’)?

G=H*+(R*-R?=

S G = 122 +(9-4)? =13cm

CALCULO DEL VOLUMEN DE UN CONO O UNA PIRAMIDE

R R
N

24
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En general, podemos decir que el volumen de un cono, es un tercio del volumen
del cilindro en el que se halla inscripto.

Asi, el volumen del cono es: Superficie de la base x altura = 7xR*xH

, 7xR%*xH
Entonces, el volumen del cono sera: ———

Con la piramide pasa lo mismo, solo que su volumen sera un tercio del volumen
del prisma que lo contenga.

Ejercicio:

Tenemos una piramide regular recta de base pentagonal en la que las aristas de la
base miden la tercera parte de la altura de la piramide.
Calcular:
a) Superficie de la base
b) Apotema de la piramide
c) Superficie lateral de la piramide
d) Superficie total de la piramide
e) Volumen de la piramide

H=6cm

Para resolver este problema debemos primero
analizar la base, para poder obtener datos que
nos permitan resolver el resto.

a) Superficie de la base
El pentagono de base es regular, por lo que
todos sus lados seran iguales, y por dato es:

a = lado = i=6C—m=20m
3 3

(o]

= 720

. 360
o = angulo central =

180°-¢  180°-72°
2 2

2p=1800-0= P = 540

Sup. Base = 5 x Sup. Triangulo

ap

25
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axa
Striang = ><2 P
[0}
tg p = @:&xz ~ap= tgf xa =th4 x2cm —1376¢cm
a a 2
2
2cmx1,376cm

Sup. Base = 5x(f) =6,88cm?

b) Apotema de la piramide

Si observamos un corte de la piramide,
veremos un tridngulo rectangulo cuyos
lados son la altura de la piramide, el
apotema de la base y la altura del
triangulo lateral (cara de la piramide) que
es el apotema de la piramide (Ap).

Por el teorema de Pitagoras sera:

Ap = .Jap? +H? =,/1,376% +62 =6,156cm

c) Superficie lateral de la piramide.

La piramide tiene 5 caras, por lo que para calcular
su superficie lateral debemos calcular la superficie
de una de sus caras y multiplicarla por 5.

Ap
Siat = 5 . SUPcara =
- 5x(axZAp) =5><(20m><62,156cm) _ 30.78cm?

26
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d) Superficie total de la piramide

Sup total = Sup. base + Sup. lateral = 6,88 cm? + 30,78 cm? = 37,66 cm?

e) Volumen de la piramide

_ Supbasexaltura _ 6,88cm?* x6cm
3

Vv =13,76cm?

27



